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Felipe Maia Banco de Questoes

Banco de questoes de astronomia

Estas questoes foram produzidas/selecionadas cuidadosamente com o objetivo de preparar os
estudantes para o processo seletivo de astronomia no Brasil. Algumas questoes nao sao de autoria
prépria e estao devidamente sinalizadas por () antes do enunciado. O template do banco de questoes
é o mesmo do Professor Kevin Zhou. Seu trabalho é valioso, e diversas ideias desta lista podem ser
encontradas em seus Handouts.

1 Cosmologia

Problema 1. A Equagao de Friedmann é uma das mais importantes para o estudo da cosmologia
e do estudo sobre o universo. O objetivo do problema é deduzir as equagtes fundamentais da
cosmologia. Primeiro, vamos com algumas definigoes:

i) Devido a expansao do Universo, a distancia entre dois pontos é dada por:
r(t) = roa(t)
Onde a(t) é conhecido como o fator de escala e ry é a distancia medida em ¢ = 0.

ii) O Universo segue a métrica de Robertson-Walker, a qual pode ser simplificada para:
—c*dt* +dr* =0
a) Encontre uma expressao para a distancia comével, rg, na forma de integral, a partir das

definicoes dadas anteriormente.

b) A Primeira Equagao de Friedmann tem forma:

a

H(t)? = <a>2 = kie(t) +

r2a?
Encontre os valores das constantes ki para um universo esférico, em fungao de constantes
fundamentais. Na equac@o acima, €(t) é a densidade de energia do universo, C' é uma
constante relacionada a sua energia e a é o fator de escala.

Dica: Vocé pode obter essa equagao tanto por conservacao de energia ou utilizando a
segunda lei de Newton.

c) Repita o item anterior para um universo cilindrico se expandindo radialmente. A equagao
encontrada deve ter forma:

() = fla)e(t) +

rga’
Encontre a fungao f(a).

d) Voltando agora para um ”universo normal”. Em cosmologia, definimos a densidade
critica de energia como sendo a densidade de energia de um universo em que C' = 0.
Encontre uma expressao para a densidade critica.

e) Reescreva a primeira equagao de Friedmann em fungao de:

Onde &.(t) é a densidade critica de energia.
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a) Isolando d,,

d, = cdt

Mas, por definicdo, r(t) = roa(t) — d, = roda. Substituindo,

Integrando dos dois lados,

TO_C/;Z)

b) Método 1: Conservacgao de energia Considere uma particula de massa m localizada
em um ponto do universo. A sua energia em relagao ao centro do universo é dada por:

mv?  GM(r)m

Onde v =7 = roa e M(r) = %m"?’p(t). Dividindo a equagao por m/2 e aplicando as
substituicoes, temos:

2E _ 5., G 8u(roa)’p(t)

m 0 oG 3

Simplificando,

2B 5.9 8mGraa’p(t)

=rga

m 0 3

Multiplicando ambos os lados por ﬁ, obtemos:
0

2E <a>2_8wGp(t)

mr3a? a 3

Reorganizando a equacgdo e utilizando a equivaléncia massa-energia, m = E/c* —
p(t) = e(t)/c?, temos:

<a>2 _ 3G+ 22

a 3c? mr§a?

Da onde podemos concluir que,

_ 8n1G

& 3c?

Método 2: Segunda Lei de Newton
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Escrevendo a segunda lei de Newton para um corpo com relagao ao centro do universo,

_GM(r)m _ ﬂ
7 —dt?

Note que, ao se expandir, o universo nao cria massa, entao a massa contida em uma
camada r serd constante ao longo do tempo, usando dessa propriedade, temos que:

d*r GM(r)

a2 2

Multiplicando ambos os lados por dr/dt,

drd’*r  GM(r) dr

dtde2 12 dt

Reescrevendo,

di GM(r)dr

"t r2  dt

Multiplicando ambos os lados por dt,

.. dr
rdr = —GM(?“)T—2
Substituindo r = rga,
M(r)d
rZada = - GM(r) da
rg a

Integrando dos dois lados,

2 2
TO a

Q/dda:—GM(T) da

2 o

Onde A é uma constante de integragao. Substituindo M (r),

réa?  ArGria®
2 3c?

et)+ A

Multiplicando a expressao por 2/ a2r8, temos:
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De onde podemos concluir, igualmente, que:

IrG
ki = —
! 3c?

c) Utilizando a lei de Gauss,

7{ g-dS — —4rGM(r)

Onde,

?{g -dS = —g(2nrL)

Para uma simetria cilindrica. Substituindo na equacao,

_ 2GM(r)

J rL

Utilizando o método da conservagao de energia, temos primeiramente que calcular a
energia potencial,

U= —/Fdr =- / QGAfL(T)mdr = —/ 2GML(T)W? - 2GML(T)m In(a)

Por conservacao de energia,

Reorganizando,

Da onde podemos obter,
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d) A equagao de Friedmann para C' = 0 se reduz a

8w
H(t)2 = 37€C(t)

Isolando e.(t),

Pela definicao,

Substituindo na equacao,

Substituindo e.(t),

Resolvendo para H?(t),

C
0= i —ow)

[3] Problema 2. (Adaptado NAO 2019) Considere um universo plano em que a constante gravitaci-
onal deixa de ser constante e passa a ser definida por

G(a) = Gof(a)
Onde f(a) é uma funcao do fator de escala.

a) Como seria a Equagao de Friedmann nesse universo? Assuma que o universo é plano, C' =0
e que ele é composto apenas por matéria barionica (”clara”). Deixe sua resposta em fungao
de Hy, f(a), a e 0, onde Hy é o valor da constante de Hubble no tempo atual, e Q2,0 é 0
parametro de densidade,

No caso em que f(a) = e*@1) onde b = 2.

b) Estime a idade desse universo assumindo que ele é constituido apenas de matéria baridnica
(matéria ”clara”).

¢) Qual o comportamento da idade quando t — co?

Talvez vocé ache as seguintes relagoes tuteis:
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00 1
/ e = \{f / r2e™ " x 0,189
0 0

a) Para um universo plano e contendo apenas matéria, a equagdo de Friedmann tem a
forma:

H(t)? = H3Q,,

Onde Q,, = em(t) o
Pc,0

3H?
Pc= 5~
8rG

Para matéria barionica,

pm(t) = poa(t) ™
Entao,
Q= Qm,oj‘"(a)a_3

Para um universo composto apenas de matéria barionica, temos €2,,p0 = 1. Assim, a
equacao de Friedmann fica:

H(a)2 = Hg(lm,of(a)afi)’ = Hgf(a)a*:)‘

b) Usando que H = %, temos:

t:/dt:/dadt: da
da a

Multiplicando por a/a,

i = /ada = da
) aa ) H(a)a

Substituindo o valor de H(a) encontrado no item anterior,

1 da 1 3/2 —b(a—1)/2 eb/2/ 3/2 —ba/2
t=— — = —5 a € @ da = — a € “ da
i) i ] 1

Usando uma substituicao da forma z = \/ba/2, temos:

_4\/§€b/2 2_1,2
" wrE, |
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Os limites de integracao vao de a = 0 (inicio do universo) até a = 1 (momento atual).
Como fizemos a substitui¢ao em x,

T e

o 4\/§€b/2 \/\/b/2 5 2
b3/2H0 0

Substituindo b = 2,
= 74\/56 /1 IL‘QG_IQ
23/2Hy Jo

Substituindo os valores e utilizando a integral fornecida, obtemos:

O que é proximo do nosso universo!!

¢) Mudando os limites da integral para um tempo infinito, a(t) — oo,

42 [ 4 2 2me

[5] Problema 3. (Lista 8 - 2021) A equacao de Friedmann é dada por:

.\ 2 2
H2:<a> _ 8nGe ke (1)

a 3c2 a?’

em que a é o fator de escala no tempo t, € é a densidade de energia no tempo ¢ e k é o parametro
que caracteriza a geometria do universo, podendo assumir qualquer valor real. Considerando um
universo composto apenas por matéria baridnica nao relativistica e resolvendo essa equacao dife-
rencial nao linear para k > 0, obtém-se as seguintes solugoes em termos do parametro 6 € [0, 27]:

a( ) B 47TG€0
3k

47TG€0

t( ) T 3k3/265

(1 —cosb), (2)
(0 —sind). (3)

Considere um universo com o =4 e Hy = 67,4 km/s/Mpc.

a) A partir da equacio de Friedmann, mostre que kc*> = H? (1 —Q)a?. Por fim, reescreva

as equagoes paramétricas de a e t em termos do parametro de densidade atual Qg e da
constante de Hubble atual Hy, além do parametro 6. Nao substitua os seus respectivos
valores numéricos.
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b) Encontre a idade ty do universo em questdao em termos de Hp e em seguida em bilhdes de
anos.

¢) O chamado Lookback time, Atr, representa quanto tempo no passado o universo estava com
certo fator de escala a. Qual é At;, em bilhGes de anos para quando o tamanho do universo
era 1/3 do que é atualmente?

d) Determine 6,, e em seguida t,, para os quais H = 0.

a) Pela definicao de Q

3c2H? 3kc* 2
Q:iz 87TG+87FGCL2:1+ ke
&y 3c2H? H2q2
881G

Isolando k,

kc®> = H*(Q — 1)a?

Assim como queriamos demonstrar. Para achar as equacoes de a e t, vamos comegar
substitufndo kc? e lembrando que no tempo atual, a = 1. Primeiro, vamos trabalhar
somente em a(6).

_ 4nGey (1 —cosb)
32 HZ(Qo—1)

a(f)
g o . 3H302
Substituindo g9 = Qoec0 = Qo5

Assim,

_ 4AnGQy 3HFc® (1 —cosf)  Qp(1 — cosb)

a(f) 3¢ 8nG HZ(Qp—1)  2(p-—1)
~ Qp(1 —cosh)
a(f) = ;(QO—_l)

Fazendo a mesma coisa para t(f) obtemos:

_ 4nGeg (0 —sinf) 4 Geg )
Substituindo &g,
1) = 2Ty ) SHOC
© 3c2HZ(Q — 1)3/2 8@
Qo (0 — sinh)

t(0)

T 2Hy(Q — 1)3/2
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b) Atualmente, a(f) = 1, assim,

2(Q — 1
2“%1):QM1C%0)%C%9:1(g):Q5
0
2 4
Hzgou—;

Substituindo esse valor na expressao do tempo,

. 27\ 0,4728 ; 4m\ 11,9456
3)  Hy ’ 3 )  Hy

Porém, o nosso problema nao admite essas duas soluc¢oes, uma vez que em um universo

fecahdo o mesmo expande até um determinado tamanho e apds isso comega a contrair,
porém, como Hy > 0, o universo estd atualmente expandindo, o que nos leva a crer
que a idade atual do universo é o menor valor entre os dois, assim, a idade do universo
¢é dada por

t (?) ~ 6,9 bilhoes de anos

¢) Substituindo a = 1/3 e fazendo o mesmo processo que no item anterior,

1 Qp(1—cosh)

3 20Q-1)

Resolvendo para 6, obtemos 6 = 7/3 ou 57/3. Como o tempo de Lookback representa
um tempo passado, 6 precisa ser menor do que 27/3 (que representa o ponto atual).
Desse modo, 6 = 7/3. Substituindo na férmula do tmepo,

0,0697
0

t(n/3) = ~ 1,03 bilhoes de anos

Assim, ‘AtL = t(2m/3) — t(w/3) = 5, 87 bilhdes de anos.‘

d) Pela definicao de H, temos, H = %‘é—‘;. Usando a regra da cadeita,

jr Lda ()
adf \ db
Derivando separadamente,

da  d Qo(l — cos@) Qp sin 0

Ao~ do 2(Q9—1)  2(Q -1

dt d Qo0 —sinf)  Qo(1 —cosb)
d0 — df 2Hy(Qp — 1)3/2  2Hy(Qp — 1)3/2

X
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Agora, substituindo na expressao de H,

2(Q0—1)  Qosinf 2Hy(Q — 1)3/2
Qo(1 —cosh) 2(Qy — 1) Qo(1 —cosh)
7 — 2Ho(Q - 1)%/2sin

 Qo(1 —cos )2

H:

Para H = 0, temos que sinf = 0, mas cosf # 1. Nessas condigoes, o tnico valor que
atende é . Substituindo na equagao para o tempo,

o 1,209

t = =
(™ 2Ho(Q — 1) Hy

~ 17,86 bilhoes de anos
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