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Felipe Maia Banco de Questoes

Banco de questoes de astronomia

Estas questoes foram produzidas/selecionadas cuidadosamente com o objetivo de preparar os
estudantes para o processo seletivo de astronomia no Brasil. Algumas questoes ndo sdo de autoria
prépria e estao devidamente sinalizadas por () antes do enunciado. O template do banco de questoes
é 0 mesmo do Professor Kevin Zhou. Seu trabalho é valioso, e diversas ideias desta lista podem ser
encontradas em seus Handouts.

1 Mecanica Celeste

Problema 1. Taum e Sevla, dois fisicos renomados, pretendem lancar uma sonda espacial para
explorar os limites da fisica newtoniana e as correcoes relativisticas necessarias nas proximidades
de um buraco negro. Eles precisam da sua ajuda para estudar o Potencial Efetivo de tal corpo.

a) A energia de um corpo de massa m orbitando um corpo massivo de massa M pode ser escrita

COomao: .9
mr
-t Verr(r)

Onde 7 é a velocidade radial do corpo. Encontre Vsf(r) em funcao de G, M, L, m e r.

b) Segundo a fisica newtoniana, qual é o menor raio no qual é possivel um corpo possuir uma
orbita circular em torno de um buraco negro?

¢) Qual é a frequéncia de pequenas oscilagoes radiais, w,, em torno desse raio?

O potencial gravitacional préximo a esses corpos precisa sofrer uma correcao relativistica e

tem a forma:
GMm GML?

r mc2r3

V(r) =

d) Explique por que essa corregao permite que uma particula caia no centro de um buraco negro,
r = 0, e por que isso é impossivel na fisica newtoniana.

e) Qual é o menor valor de L para que uma particula possa orbitar o buraco negro em uma
orbita circular? Qual é o valor do raio nessa condicao?

f) Assumindo limy,,+,, encontre a menor distancia que uma particula em érbita aberta pode se
aproximar de um buraco negro.

a) Da forma clédssica, temos:
mv?  GMm
2 T
Note que podemos escrever v2 = vg +v2, onde vg e v, s30, respectivamente, as velocida-
des tangenciais e radiais do corpo. Como v, = 7, precisamos encontrar uma expressao
que relacione vg com outra grandeza. A melhor maneira de fazer essa relagao é utili-
zando o momento angular, pois:
L

L=mrvg — v9g=—
mr
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Substituindo na expressao da energia, temos:

mr-2 LA GMm

E = —
2 +2mr2 r

Como queremos uma resposta na forma E = ms?/2 +V, 7£(r), por analogia, temos:

GMm i E2
r 2mr?

Vess(r) = —

b) A maior velocidade limite de um corpo é ¢, desconsiderando efeitos relativisticos:

mc? _ GMm _ GMm

2 R 2R

Isolando R:

c) Para pequenas oscilagoes, temos a aproximacao:

1A
R
Wy L()
m
Calculando: . 12
" (R) = J _ =
et (1) r2 mr3
2GMm  3L?
1 R _ =" o
eff( ) r3 +m7“4

Utilizando que L = mur (érbitas circulares) e que v = ¢, chegamos a:

m06

é}f(R) = G2 M2

Com isso, podemos concluir que:

3

el

Wy

d) Quando tomamos o limite de lim,_,g Ve ¢7(r), na fisica newtoniana, o termo que domina
é L?/2mr?, ou seja, seria necessaria uma energia +oo para chegar ao centro do buraco
negro. No entanto, apds a correcao relativistica, o termo que domina é —GM L? /mc?r3,

ou seja, seria necessaria uma energia de —oo para chegar ao centro do buraco negro.

Por isso, nao é possivel chegar ao centro de um buraco negro na fisica newtoniana.

e) Em uma érbita circular, r é constante, o que implica que a forca na diregao radial é
nula, ou seja:

cpp(r) =0

Calculando:
GMm L?> 3GML?

b — — —
eff(r) 2 mr3 u mc2rs 0
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Simplificando, temos:
) L? 3L?
T GMm2 + m2c?

Note que a solugao dessa equagao precisa ser real, uma vez que r nao pode ser ima-

r =0

ginario, o que nos impoe a condigao:

L* 1212
G2M2mA  m2c2 =1

Na condicao de igualdade, o valor de L que satisfaz essa equacao é:

V12GMm
L —
a c
O valor de r nesse caso é:
i 6GM
= = | "min =
2G Mm? c2

f) A expressdo completa para r é:

2L L2 1212
GMm?2 GMm? m2c2 L2 — \/L4 — 12(GM’I7’LL/C)2
"= 2 - 2GMm?

No limite de L — oo, temos:

o B VI 12(GMmL]e)? _ 6(GMm/c)* | 3GM
Tmin = 2GMm? o 2AGMm?) | @

\. .

[3] Problema 2. Um ponto importante no estudo de érbitas é o que acontece quando o potencial
segue algo incomum. O objetivo desta questdao é estudar esse fenémeno. Considere o momento
angular L e a massa do corpo m.

a) Para uma 6rbita geral, que possui um potencial V(r) na forma Yr*, encontre o valor ry de
uma érbita circular para esse potencial.

b) Encontre a frequéncia de pequenas oscilagoes, w;, em torno desse raio.

Wr

oo Uma o6rbita s6 pode
ser fechada se essa razao for um ntimero inteiro. Por qué? Encontre valores de k para que a
orbita seja fechada.

c) Seja wy a frequéncia angular da o6rbita, encontre o valor da razao

a) Como em uma 6rbita circular V/;(r) = 0, temos:

/ L2 k—1
eff(T):—w—Fk?/)T‘ =0
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1

b) Utilizando que w? = Vi (ro)/me

e

3L2
" _ k—2
eff(,r) = 4777/7‘4 + k(k — 1)¢T

2
pp(r) = r4 <3;; + k(k — 1)¢rk+2>

., _, (32 12
G ET <m + k(k — 1)¢kwm>

L2
(1) = =k +2)

rom
Assim, temos:
L2
rgm
c) Pela definigao de L, temos:
L2
L:TRT%WQ—)OJQZj
mrg
Portanto: "
— =Vk+2
wp

Note que, para a Orbita ser uma figura fechada, essa razao deve ser um nimero inteiro,
logo, k + 2 deve ser um quadrado perfeito. Qualquer valor k = n? — 2V n € N satisfaz
essa equacao.

[4] Problema 3. O Hoddégrafo é uma das maneiras menos conhecidas de resolver questoes de mecéanica
celeste. Ao usar esse mecanismo, é possivel resolver questoes complexas (envolvendo encontrar
parametros orbitais, parametros de velocidade e como minimizar a excentricidade de uma érbita,
por exemplo). Apesar de o Hodégrafo possuir diversas utilidades, o objetivo deste exercicio é provar
o Teorema do Hodégrafo, que diz que, em érbitas fechadas, a velocidade forma um circulo no espaco
vetorial. Vamos provar esse teorema de duas maneiras.

Método 1)

I. Partindo da Segunda Lei de Newton e da conservacao do momento angular, encontre uma
expressao para dv/df. Deixe sua resposta em fungdo do momento angular por unidade de
massa, h, e p = GM.

II. Onde o centro desse circulo estd localizado? Considerando o corpo central na origem do sis-
tema, determine uma expressao para a distancia entre o corpo central e o centro do Hoddégrafo.

v
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Método 2)

O método 2 utiliza nogdes de calculo mais avancadas e parte da conservagao do wvetor de Laplace-
Runge-Lenz, A.

I. O vetor A é dado pela expressao:
A =p xL—-GMm?t

O primeiro passo para a demonstragao é provar que A é constante. Para isso, derive o mesmo
em relagao ao tempo e tire suas préprias conclusoes.

II. Como o vetor L é constante, A x L também é uma constante. Utilizando a identidade vetorial
A x(BxC)=B(A-C)—-C(A-B), prove que v forma um circulo no espago vetorial.

Método 1)

I. A Segunda Lei de Newton nos diz que:

GMm . dv
i dt
Pela definicao de momento angular:
Lem?® o ="
B a "~ L

Substituindo dt na férmula da Segunda Lei de Newton:

GMm _ <L>dv
= f=m

r2 mr2 ) do

Isolando dv/df, temos:

dv _GMm

a9 L

A

r

[
hI’

Note que essa expressao é um circulo no espaco vetorial e possui raio R = u/h, uma
vez que dv/df é constante e aponta na direcao radial.

II. Como vimos no item anterior, o hoddgrafo forma um circulo de raio R = p/h. Tome
como apoio a seguinte imagem:
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Figura 1: Esquema do Hodografo

O ponto O representa a origem do sistema (local do corpo central). Note que a menor
distancia entre O e o Hodégrafo deve corresponder a menor velocidade (apoastro) e a
maior distancia deve corresponder & maior velocidade (periastro). Note também que
vg + OC = v, — OC. Equacionando, temos:

24

va—H}p:QR:f

vp—va:2@

Podemos escrever v, e v, em funcao do momento angular:

h
L:ma(l—e)”l)p—)'vp:m
L = ma(l + e)va —> Vs = h

N “ “a(l+e)

Substituindo na primeira equagao:

h( 1, 1Y _w
a\l+e 1—¢) h

()

N
S op(1-e)?

Com isso em mente, podemos ir para a segunda expressao:
h 1 1 ——
— — =20C
a <1 —e 1+ e)

vi

Aqui, podemos isolar a:
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V(M) () =20

Finalmente, resolvendo para OC', temos:

oC =

SRS

e

Para uma elipse (e < 1), a origem fica dentro da circunferéncia; para uma parébola
(e = 1), a origem fica no limite da circunferéncia; e para uma hipérbole (e > 1), a
origem fica fora da circunferéncia.

Método 2
I. Derivando A em relacdo ao tempo, temos:

dA  d d
— =— L) - GMm?*—i
&= gp VDRI =G 2

Quando derivamos um wersor em relagao ao tempo, temos:

dr o §
— =wx*t
dt

Onde w é a velocidade com que o versor translada. Assim:

dA  (dp dL 9 .
T (dt) x L+ p X (dt) GMm*(w x )

Agora, temos algumas consideragoes. Primeiramente, note que dL/dt = 0, uma vez
que s6 hé forgas centrais na érbita. Em segundo lugar, dp/dt = F. Além disso, temos
que L = mr?w. Voltando para a equacio:

dA M
i —Gisz x (mr2w) — GMm?*(w x #)
.
dA
= —GMm?*(# x w) — GMm?(w x 1)

Para quaisquer dois vetores, i e j, vale que:
1Xj=—3 X1

Utilizando tal propriedade, podemos concluir que:

dA
= =0
dt

Logo, A é constante!

vil
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II. Escrevendo a expressao e utilizando o BAC-CAB, temos:

AxL=(pxL)xL-GMm?* xL

(A+GMm*#) xL=-Lx (pxL)=p(-L-L) - L(-L- p)

Como L e p sao sempre perpendiculares, L - p = 0, assim:

(A + GMm?*#) x L = —mL?v

Como tanto A quanto © sdo perpendiculares a L e constantes, A + GMm?t tracam
um circulo. O produto vetorial com L apenas gira o circulo em 90° e multiplica seu
raio por L. Portanto, v traca um circulo no espaco vetorial.

[2] Problema 4. Um dos fenomenos mais fascinantes do sistema solar sdo as estrelas de néutrons.

Esses sao corpos muito pequenos, super densos e que giram muito rapido. Nesta questao, vamos
fazer um modelo tedrico para essas estrelas.

a)

b)

O Pulsar da Vela, uma estrela de néutrons localizada na constelacao da Vela, possui uma
frequéncia de 11Hz, ou seja, ela gira em torno de si mesma 11 vezes por segundo, raio equa-
torial R. = 9,6 km e massa M = 1,88M. Sabendo disso, calcule a razdo entre seu raio
equatorial e seu raio polar.

Qual é o menor periodo de rotacao que o Pulsar da Vela pode ter para que ele nao se
despedace?

Atualmente, a taxa de variacdo do periodo do Pulsar da Vela é % =1,25-10"13s/s. Isso

faz com que o Pulsar libere uma quantidade absurda de energia. A temperatura superficial
do Pulsar é de T ~ 105 K. Calcule a ordem de grandeza da razdo entre a poténcia emitida
pelo aumento do periodo e a poténcia emitida pela Lei de Stefan-Boltzmann.

a) Uma estrela sempre estd em equilibrio hidrostatico, logo, equacionando para um ponto
no equador e para um dos polos,

M 1 M
GM _1,,_ G

Te 2 ¢ e
Utilizando que w = 27 f,
GM GM
= + 2% f2r?
s Te
Fe 272 f2p3

=1+ ~1+8,4-107

Tp GM
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Ou seja, uma estrela de néutrons, mesmo girando absurdamente rapido, ainda é prati-
camente uma esfera perfeita!

b) Na situagao limite para se manter integro, temos:

GM )
2 W
re
GM 273
2 _ . e __ . —8
w F — Tmln 7G == 2,2 10 S

1
E= §Iw2
Onde I é o momento de inércia da estrela (I = %M r?). Portanto, a poténcia dissipada
é:
dE dw
P=—=JIw—
at ~ at
Como w = 27/T,
dw 27 27
— =—— > dw=——dT
ar - 1T T

A expressao da poténcia em fun¢ao do periodo se torna:

8m2Mr? dT
P=——_"—°¢" —_91.10¥
5T3 dt % 0= W

Note que, por conservagao de energia, toda essa poténcia deve ser convertida na forma
de luminosidade, entdo L,,; = —P = 9,1 -10% W. A poténcia advinda da radiacio
térmica é dada por:

Lyad = A7 R*0T* = 6,56 - 10° W

Com isso, podemos concluir que 99,99% da sua luminosidade advém da rotagao.

[3] Problema 5. (Adaptado PPP) Geométrio, Paulinho e Hirata adoram chocolate. Certo dia, ambos
estavam explorando uma galdxia quando se depararam com uma bola gigante de chocolate. Os trés
rapidamente comecaram a comer a bola, primeiro fazendo uma linha reta do ponto P até o centro
da bola em O (esquema 1). Apés isso, Hirata cai, colidindo no ponto O, sem frear no caminho.
Surpreendentemente, ele continua vivo e é resgatado por Geométrio e Paulinho. Apés isso, famintos,
eles continuam a comer a esfera gigante de chocolate e deixam um buraco esférico de diametro PO
(esquema 2). Hirata é muito desastrado e acaba caindo de novo, partindo do ponto P e indo até O
novamente.

a) Encontre a razao entre as velocidades de impacto de Hirata nos casos 1 e 2.

b) Encontre a razao entre os tempos de queda de Hirata nos casos 1 e 2.

X
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Figura 2: Esquema 1 Figura 2: Esquema 2

a) A gravidade dentro de um planeta é dada por:

j{g -dS = —47TGMint

4
drrlg = —47’er§7‘3

Ou seja, para o caso 1, g x —pr — g = —kpr. Utilizando a Segunda Lei de Newton:
F =mv— = —mkr
dr
Integrando:
v1 R
/ v'dv' = —kp/ rdr
0 0
2 2
v R
51 = kp? —|v1 = Ry/kp
Seja j o vetor que parte do centro do planeta até o centro da cavidade. Utilizando
superposicao:
a = —kpr — k(—p)(r —j) = —kpj
Ou seja, no caso 2, a aceleracao é constante e tem médulo |a| = k’)TR.

Utilizando Torricelli:

U% = 2aRkpR?* — | vy = R\/kp

Logo, vy /ve = 1.

b) No primeiro caso, note que temos um M.H.S., uma vez que a forga é proporcional a 7.
O tempo até atingir a parte inferior seria igual a 1/4 do periodo:
T s
— il =—=

4 2vkp

F=—kor > wr=kp—T=

2T
Vkp
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No segundo caso, temos uma aceleragao constante, logo:
U2

2RVEp 2
> 4w kpR  Ep

Logo, a razao t1/ts é dada por:

t1_7'('

ts 4

Problema 6. Calcular as velocidades de escape em certas situagoes pode ser mais complicado do
que parece. Um exemplo disso é calcular a velocidade de lancamento que um foguete precisa ter
para chegar a determinado local.

Dica: Os problemas a seguir exigem que vocé pense cuidadosamente no referencial mais adequado.
Nao subestime a questao.

Dados: Um corpo pode orbitar a superficie da Terra com velocidade vy = 7,9 km/s, a velocidade
orbital da Terra em torno do Sol é ug = 29,7 km/s, e o raio da Terra é desprezivel em relacao a
distancia Terra-Sol. Considere também que, ao deixar o campo gravitacional da Terra, a distancia
entre a sonda e o Sol é a mesma distancia entre a Terra e o Sol.

a) Qual é a menor velocidade de lancamento que um foguete precisa ter para atingir o Sol,
considerando que ele dé apenas um impulso? (Para conferir, v = 31,8 km/s)

b) Qual é a menor velocidade de lancamento que um foguete precisa ter para escapar do Sistema
Solar? (Para conferir, v = 16,7 km/s)

¢) Como a resposta do item a) muda se o foguete conseguir realizar um segundo impulso muito
pequeno em algum ponto de sua 6rbita?

a) Para que isso acontega, apds deixar a Terra, no referencial do Sol, a sonda deve estar
parada e, consequentemente, no referencial da Terra, ela deve estar com velocidade
—ug. Utilizando conservagao de energia:

mv?  GMgm  mud

2 Re, 2

2G'M,
2 2 ®
v° = ug +

Note que a velocidade vy também pode ser obtida igualando a aceleracao centripeta
com a gravitacional:

G Mg
Rg

muv3 _ GMgm
Re I

— v3 =

Substituindo,

v? = ud + 202 = |v=31,8 km/s‘

xi
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b) Nesse caso, ao sair do campo gravitacional da Terra, no referencial do Sol, o corpo
deve ter uma velocidade v/2ug, logo, no referencial da Terra, deve possuir (v/2 — 1)uy.
Novamente, por conservagao de energia:

mv?  GMgm _ m(v2 —1)%*ud

2 R, 2

v2:(\/5—1)2u(2)+2v(2)—>‘U:16,7km/s‘

c) Imagine que facamos a sonda ir para o infinito, ou seja, a lancamos com velocidade
v = 16,7 km/s, e, apds isso, damos um impulso infinitesimal na diregdo do Sol. Isso
faz com que a sonda percorra todo o caminho de volta e, consequentemente, atinja o
Sol.

[3] Problema 7. (Kevin Zhou) A equacao dos foguetes é dada por:

o (Mo
v =uin M

Onde v é a velocidade do foguete, u a velocidade relativa com que o foguete ejeta combustivel, My
a massa inicial do foguete e M sua massa atual.

a) Deduza a equagao dos foguetes partindo da conservagao do momento.

b) Considerando u um valor fixo durante todo o percurso do foguete, qual deve ser o valor de
u para que o foguete va de 0 até v gastando o menor combustivel possivel? (Vocé precisara
resolver numericamente para v/u)

c) Como a equacao dos foguetes deve ser corrigida para uma regiao do espa¢o com um campo
gravitacional, g, constante e apontando na direcao contraria ao movimento do foguete? Con-
sidere n = dm/dt = constante.

a) Considere que o foguete possui massa M e velocidade v. Ele ejeta combustivel a uma
velocidade relativa u. Seja dm a massa de gés ejetada:

dp = (v —u)dm

Mas, pela definigao,
dp = vdm + mdv

Combinando essas equagoes:
mdv = —udm

Integrando,
Inm=——+C
u

Sabemos que quando m = My, temos v = 0, entao C' = In M. Assim:

xii
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Como esperado.

b) A energia cinética do gés é dada por:

1 2
Kg = ng’U/ =

(Mg — M)u?
2

Podemos encontrar uma expressao para M utilizando a equacao dos foguetes:

M
ﬁo = e"/" 5 My = Me/*

Voltando & férmula anterior:
M (e¥/* — 1)u?
Ky=—— "
2
Aqui, M seria o equivalente & massa da ”carcaca”do foguete.

Para minimizar a quantidade de energia gasta com combustivel, temos:

dK
diug =0 —e"% 4+ 2u(e"/* —1) =0

Definindo = = v/u,

efr=2(e"-1)—z=2(1-¢e7)

Resolvendo por iteragao, encontramos:

r~1,59 = |u~

c) Nesse caso, temos:

dp = (v — u)dm — mgdt = mdv + vdm

Integrando,

Como 7 é constante, M = My —nt — t = (Mo — M) /n.

xiii
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Resolvendo para v,

M,
v =uln <M°> - %(M0 — M)

[4] Problema 8. Um dos propelentes mais comuns em foguetes é uma mistura de hidrogénio liquido
com oxigénio liquido. Quando comeca a queimar, a seguinte reacao quimica ocorre:

2H5 + Oy — 2H50

Para cada mol de hidrogénio, esta reacao libera 241, 8 kJ de energia. Ao longo da questao, suponha
que toda essa energia seja utilizada para mover o foguete.

a) Uma expedicao espacial deseja ser feita de tal maneira que é necessério realizar uma trans-
feréncia de Hohmann para lancar um foguete da Terra para Marte. Calcule a variacao de
velocidade total Av necessaria para realizar essa manobra.

b) A partir do Av calculado anteriormente, estime quantas toneladas de propelente devem ser
utilizadas para realizar tal manobra para um foguete que ejeta propelente com velocidade
u = 3,0 km/s e carcaca com massa M = 140 - 10° kg.

a) Para o primeiro impulso, temos:

,  GM

D, =
0,1 Ry

2 1
2
=GM | ——-
A érbita de transferéncia possui a = (Rp + Ryy)/2,

“P1= "Ry \Rr+Bu

Ja no segundo impulso,
2 1 2GM R
2
=GM|[— =)=
‘02 <RM G) Ry <RT+RM>

, GM
Uf2 = =
) RM

Sendo Av = Avy + Avg = (vp1 — vo,1) + (vf,2 — v0,1), podemos equacionar:

Av — 2GM ( ) / / 2GM Ry )
- Rr Rr + RM RT + Ry

Xiv
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Utilizando M = Mg = 2-10%° kg, Rys = 1,5 UA e Ry = 1 UA, encontramos o valor
numérico de Av ~ 5,42 km/s.

b) Utilizando a equagao dos foguetes, temos:

M M,
v:uln<0>—>0:1+

ﬂ _ ev/u
M M M

Onde p é a massa de gés.

p=M(E""—1)~7,12-10° kg

O que é condizente com a realidade, uma vez que a massa do combustivel é ~ 83% da
massa total do foguete.

[3] Problema 9. Marisso estava estudando um sistema bindrio com inclinagdo i. Ele conseguiu
descobrir que o maior redshift vindo da estrela 1 era z;. Sabendo disso, ache uma expressao
para a massa da estrela 2, mo, deixe sua resposta em funcao de z1, do periodo do binario P, da
inclinagao ¢, da razao entre as massas A = mg/my e de constantes fundamentais.

A velocidade com que 1 orbita o CM é:

2maq

P

Pela geometria, a velocidade radial é v, 1 = v sin¢, com isso:

V1 =

Vr1 2maq sint
1~ =

c Pc

Do teorema do centro de massa:

ai
miar = moag — Ay = —

A

Utilizando a terceira Lei de Kepler:

(a1 +a2)®  G(my +mo)

P2 - 472
a3(L+1/X)  Gma(1+1/X)
P2 a 472

Isolando my:

4r2a3(1 + 1/0)?
GP?
a; pode ser obtido avaliando a férmula do redshift, a; = Pcz; /27 sini:

mo =

472 ( z1Pc

3
== ) (1+1/X)?

ma —
2mwsing
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Por fim, simplificando:

3.3
AP g1y

mo = .
271G sin® i

[2] Problema 10. Qual é a razao entre a) as forgas gravitacionais causadas pelo Sol e pela Lua na
superficie da Terra? E b) das forgas de maré causadas pelo mesmo?

a) A forga gravitacional tem a forma:

GMm
Fo = 2

Assim,

Fo Mo (dr_p\’—
2 -2 (=) Eme

dr—o

b) Para as forcas de maré, temos:

m
FM X ﬁ
Fo _ Mo (dTL)3
S te_ e ~ 0,456
7 =3 g ) (20456

[4] Problema 11. (Morin 7.7) Uma particula de massa m viaja em uma 6rbita hiperbélica com uma
massa M fixa em um dos focos. A velocidade no infinito é vy e o parametro de impacto é b.

a) Mostre que o angulo de desvio da particula é dado por:
¢ =m —2tan" ! (yb)
Onde v = v}/GM.

b) Sendo do a seca@o transversal da particula (medida quando a mesma se encontra no infinito)
que é defletida em um angulo sélido de tamanho df). Mostre que:

do 1
dQ  442sin?(¢/2)

A titulo de curiosidade, essa quantidade é chamada de secdo transversal diferencial.

a) O esquema da situagao é o seguinte:
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Figura 3: Esquema da Orbita Hiperbélica

Para achar o angulo de desvio ¢, vamos usar o teorema do Impulso, considerando as
componentes horizontais e verticais da forga de atracao:

F, = _GMm cosf, F, = —%sinﬁ

r2 r2

O teorema do Impulso nos diz que:
/Fldt = Ap

Onde p; é o momento da particula na direcao i.

No eixo x, temos:

—/ GMm cos Odt = Ap,,

r2

Note que integrar com relacao ao tempo deixa as coisas inconvenientes, pois descobrir
como 6 e r variam no tempo é algo complicado. Por isso, vamos recorrer a definicao
de momento angular. Utilizando que L = mr2df/dt, temos:

mr2

dt = ——df
L

Substituindo esse valor na nossa integral:
GMm?
- / Lm cosd6 = Ap,

Perceba que nossa integral vai de 8 = 0, situacao no infinito, até § = 7 — ¢, situagao

no infinito apds o desvio. Assim:

GMm?

in6 g_ = sin(m — ¢) = Ap,

M 2 T—¢ M 2
¢ Lm / cos@d&z—G m S
0
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Analogamente para y:

M 2 T—a¢
¢ . /0 sin 0d0 = Ap,

GMm?2 e GMm?2
=—— cosHO $=_ T (1 —cos(m —¢)) = Apy

Note também que Ap, = m(vy, — vo), Apy = m(vsy — 0). Podemos achar também

uma relacao de ¢ com as velocidades e, por pura geometria, obtemos:
v
tang = — LY
/Uf71:
Como s6 ha forgas centrais, L é um valor constante, e da situacgao inicial, o mesmo vale
L = mbuvgy. Agora, indo para as contas:

GM sin( — ¢) = vf.e — 0, _CZTM(l —cos(m — @) = vy
0

B b’Uo

Com essas duas equagoes, obtemos:

ey GM(1 — cos(m — ¢))

vp, _bvg — GM sin(m — ¢)

Ou seja:

~ GM(1 — cos(m — ¢))
ban ¢ = bvd — GM sin(r — ¢)

Resolvendo para ¢, obtemos o resultado esperado. Uma outra maneira de realizar a
mesma questao é pensar puramente na geometria da situacao:

Figura 4: Fonte: Morin 7.7
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Aqui, é evidente que:

o=m— 2tan~! <b>
a

Onde b é o parametro de impacto e a o semi-eixo da hipérbole. Do conhecimento de
cOnicas, temos:

b 2EL? vgb
Z=+/e2 1= = 07 —p
a ‘ m(GMm)? GM 7

Em ambas as maneiras, chegamos no mesmo resultado:

¢ =7 — tan~(vb)

Como desejado.

b) Considere um anel de espessura db e raio b. Agora, considere uma esfera bem grande,
com centro em M. Qualquer particula que passar pela secao transversal do anel de
raio b ird atingir essa esfera fazendo um angulo ¢ com o eixo x, com uma separacao
angular d¢. Usando que dcot x/dx = —1/sin? z, temos:

b, 1
%! = 2o

A drea de secao transversal é dada por do = 2wbdb e o angulo sélido de uma esfera é
dado por df) = 27 sin ¢d¢. Portanto:

di: 27h db:< (1/5) cot(o/2) >< 1 )
dQ)  2mwsing do 2sin(¢/2) cos(¢p/2) 2 sin?(¢/2)

do 1
dQ  442sin*(¢/2)

Em certas questoes, é valida a utilizagao de vetores. Um exemplo é a questao abaixo. Para
facilitar, na parte de encontrar a inclinagao da érbita, observe a seguinte imagem:
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S

Figura 5: Vetores

Aqui, C representa um corpo, T' a Terra e S o Sol. Os angulos A e b denotam, respectivamente,
a longitude e a latitude ecliptica. 7 é o vetor entre o Sol e o corpo, 7r o vetor entre o Sol e
a Terra, e d o vetor entre a Terra e o corpo. Pela figura,

7 = r(cosbcos AT + cosbsin Ay + sin b2)

7 = rr(cos(wet)Z + sin(wgt)y)

—
—

Assim, d = 7 — rp:

d= (rcosbcos A — rp cos(wgt)) & + (rcosbsin A — rpsin(wgt)) g + rsinb 2

Calculando o médulo do vetor cf, obtemos que:

d=|d = \/r% + 72 — 2rpr cosbcos(\ — wgt)

Portanto:

2 2 2
ry+re—d

cosbcos(\ — wgt) = 5
rTTr

[5] Problema 12. (Lista 1 - Vinhedo 2024) CR4b-2023 ¢é uma sonda em érbita heliocéntrica que foi
construida e lancada em 2023 pelo jovem prodigio Caranguejo. O objetivo da sonda era estudar as
tempestades solares e captar dados para que Caranguejo analisasse em seu observatorio no Espirito
Santo. CR4b-2023, porém, durante uma de suas expedigoes ao Sol, foi atingida por uma tempestade
solar e sofreu uma danificagdo grave. Devido a isso, a sonda se desorientou e, assim, teve todos os
seus parametros orbitais alterados, de maneira que Caranguejo nao soubesse mais sua localizagao.
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Visando rastrear a posicao de CR4b-2023 novamente, Caranguejo utilizou-se de seu observatério

para coletar os valores das separacoes angulares A¢ entre a sonda e o Sol e os valores do diametro

angular fg da sonda, tudo em func¢do do tempo t. A tabela obtida por Caranguejo pode ser vista

abaixo.

A¢ (Graus) | s (mas) | t (Dias)
0,000 99,27 0,00
4,889 103,67 1,79
17,354 104,72 7,43
29,015 93,06 20,62
97,793 81,18 95,41
13,460 7977 | 4598
11,539 77,97 51,61
2,466 76,44 54,53
2,656 74,84 55,31
7,177 73,90 57,19
10,800 70,63 58,43
99,464 72,92 91,67
13,823 80,50 130,48

Tabela 1: Valores medidos por Caranguejo

Considere que, no momento inicial ¢y = 0 em que a sonda é atingida pela tempestade solar, o
Sol estava exatamente no ponto de Libra e o movimento da sonda era ascendente em relagao ao
plano da ecliptica. Além disso, considere que o raio da sonda, supostamente esférica, é dado por
R = 30 km. Para essa questao, ndo é necessério fazer andlise de erros (apesar de ser importante

tentar utilizar métodos visando diminuir erros estatisticos). Com base no que foi apresentado:

(a)

Calcule os parametros orbitais da érbita de CR4b-2023, ou seja, seu semi-eixo maior a, excen-
tricidade e, inclinagdo 4, longitude do nodo ascendente €2 e argumento do periélio w. Como
em todas as questoes de andlise de dados, vocé deve fornecer tabelas de dados claramente
rotuladas, graficos claramente rotulados e derivagoes de férmulas suficientes para deixar claro
0 que vocé mediu e como esta derivando seus resultados visando reduzir erros estatisticos.

Considerando (2/,y',2’) como as coordenadas de CR4b-2023 em um sistema cartesiano de
mao direita em que o plano 2’y se localiza no plano da 6rbita da sonda, o Sol se localiza na
origem, e o eixo x’ aponta para o ponto vernal, escreva, em uma tabela, os valores de pelo
menos 5 pontos (', 1/, 2') distintos. Com base nos dados encontrados, esboce, em um gréafico,
a orbita de CR4b-2023, indicando as coordenadas de seu centro.

Considerando agora um novo sistema de coordenadas de mao direita (x,y, z), no qual o Sol
se localiza na origem, o plano xy representa o plano da ecliptica, e o eixo x aponta para o
ponto vernal, escreva as coordenadas do centro da érbita de CR4b-2023. Por fim, calcule a
distancia dpc entre o centro da drbita terrestre e o centro da érbita da sonda.
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a) A ideia dessa parte da questdo é encontrar uma relagao entre os dias e a distancia da

sonda até o Sol. Utilizando trigonometria bésica, podemos dizer que a distancia da
sonda até a Terra é dada por:

0
dg_@ = R/tan™! (25)

Onde R é o raio da sonda. Aqui, podemos utilizar a lei dos cossenos para encontrar a
relacao dessa distancia com a distancia da sonda até o Sol. Considerando a érbita da
Terra circular de raio ds_g e definindo por d a distancia entre a sonda e o Sol, temos:

?=d%_g+ds_g — 2do-gds—_g cos Ag

Com isso, podemos montar a seguinte tabela, com os valores de d em UA e os valores
de t em dias.

t (Dias) | d (UA)
0.00 0.17
1.79 0.22
7.43 0.34
20.62 0.50
25.41 0.49
45.98 0.24
51.61 0.22
54.53 0.09
55.31 0.12
57.19 0.18
58.43 0.27

91.67 0.44
130.48 0.25

Plotando um grafico de t por d, temos:
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Grafico de d (UA) versus t (Dias)
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Agora, vamos colocar a mao na massa e achar os parametros requisitados: semi-eixo
maior, a, excentricidade, e, inclinagao, 4, longitude do nodo ascendente {2 e argumento
do periélio, w. Os dois primeiros podem ser obtidos diretamente dos dados que anali-
samos até o momento.

Analisando os dados, podemos perceber que a menor distancia entre a sonda e o Sol é

dada por a, = 0.09 UA e a maior distancia é dada por a, = 0,49 UA. Essas distancias

devem corresponder ao periélio e ao afélio, respectivamente. Utilizando a defini¢ao:
ap l—e

ap = a(l —e), aa:a(1+e)—>a—a:1+€%0,18

Resolvendo, obtemos e ~ 0, 67.

Usando que a = %2%, obtemos a ~ 0,30 UA.

Para acharmos os fatores angulares, temos que pensar um pouco mais. Comecando
por £, note que no momento inicial, em ¢ = 0, a separacao angular entre o Sol e a
sonda é A¢ = 0. O enunciado nos diz que nesse momento o Sol se encontra no ponto
de Libra, assim, temos que a sonda também se encontra no ponto de Libra e, como seu
movimento era ascendente, temos 2 = 0°.

Para encontrar w e 4, vamos nos atentar ao seguinte triangulo esférico:
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Figura 6: Esquema

g 1—e? ; g . SR
Da forma polar da elipse, r = %, onde # é a anomalia verdadeira da Orbita,

podemos encontrar w. Perceba que no instante inicial, £ = 0, a sonda esta exatamente
no ponto de Libra, assim § = 2m — w conforme o esquema.

Assim, temos:

B a(l—e?)
4(0) = 1+ ecos(2m — w)

Resolvendo para w:
1-¢€2) 1
w =21 — cos M — — | = 267,6° ~ 270°
d(0)e e
Substituindo os valores encontrados.

Para achar a inclinagdo, vamos utilizar a lei dos cossenos:

cos(f —w) = cos Acosb + sin Asin b cos(mw/2) = cos Acosb

Note que cos(f — w) ~ cos(f — 270°) = sin 6.

Reescrevendo,

Utilizando a relagao obtida na ideia anterior,

2 .2 72
rp+ré—d

b=
o8 2rpr cos(A — wgt)
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Igualando essas expressoes e resolvendo para A,

2 2 2
rp+re—d

A =tan"! <

Onde:

6 = arccos <

a(l —e?)

2rpr sin 0 sin(wgt)

er

cot(w@t))

b

Com isso, podemos fazer a seguinte tabela, com os valores de b e A.

A (Graus) | b (Graus)
0,000 0,00
17,495 9, 847
45,905 | 22,521
78,492 29,499
101, 508 29,499
134,095 | 22,521
163, 504 9,847
180,000 | 0,000
197,495 -9, 847
216,005 | —18,747
270 —30
333,435 | —14,478
17,495 | 9,847
78,492 | 29,499
143,994 | 18,747

Voltando ao triangulo esférico e utilizando a lei dos quatro elementos, temos:

cos A cos 90° = sin A cot b — sin 90° cot %

Simplificando:

tanb = tanisin A

Note que isso se assemelha a uma fungéao do tipo y = A + Bx. Fazendo uma regressao
linear na calculadora, encontramos B =~ (0,578. De modo que tant = B, chegamos em:

b) Como o Sol se localiza na origem, os valores de 2’ e ¥’ podem ser calculados por:

2 =rsind

XXV



Felipe Maia Banco de Questoes

y' = —rcosf

Escrevendo em uma tabela cinco valores diferentes de z’ e 3/, obtemos que:

Tabela 7: Valores de z’ e 3/

2 UA | y UA
0,167 | 0,000
0,084 | 0,478
0,219 | 0,261
—0,203 | 0,074
0,000 | —0,100

Perceba que quaisquer valores, desde que corretos, de x’ e y’ podem ser utilizados.
Além do mais, é importante aumentar o espacamento entre os valores de x’ e 3/ visando
diminuir os erros associados ao esbogo da drbita. Com base nisso, podemos plotar o

grafico:

0.4

= 02
2
0
—0.2
| | |
-02 -0.1 0 01 02 03 04 05
2’ (UA)

Figura 7: Gréfico da érbita

Observando o gréfico, vemos que as coordenadas (2,4, 2') do centro da elipse sao

002 0]

c) Aqui, vamos utilizar uma matriz de rotagdo em torno do eixo z, dada por:

XXVi



Felipe Maia Banco de Questoes

T 1 0 0 z!
y]l =10 cosa sina y
% 0 —sina cosa 2
Para o = ¢ = 30°:
x 1 0 0 z!
y|l =10 cos30° sin30° y
z 0 —sin30° cos30° 2
Entao:
x=2x

y =1 cos 30° + 2’ sin 30°
z = —1/sin 30° + 2’ cos 30°

Substituindo os valores numéricos, obtemos que as coordenadas (z,y, z) do centro de
CR4b-2023 sao dadas por:
(0.000,0.173,—0.100).

Por fim, obtemos entao que a distancia entre o centro da érbita terrestre e o centro da

orbita da sonda é dada por:
d=+/|z?+y2 + 22|

ou seja:

d = 0.200 UA

[5] Problema 13. (Iran Problem Set) Uma particula de massa m estd orbitando um objeto massivo
de massa M. Mostre que o impulso necessario para fazer a érbita girar um angulo n em torno de

um dos focos é dado por:

onde:

e h é o momento angular por unidade de massa;

e 1= GM, sendo G a constante gravitacional.

Desenhando a érbita e a érbita rotacionadas:
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PI

Figura 8: Esquema da orbita rotacionada.

Perceba que o impulso s6 pode ser realizado nos pontos de interse¢ao das duas érbitas e
deve ser radial, uma vez que o momento angular deve continuar constante, a fim de manter
a Orbita idéntica. Vamos definir por X um ponto na érbita antes do impulso e X’ um ponto
na érbita apds a rotagao.

Vamos as seguintes definigoes: F' é o foco, P é o periélio da érbita, e A é o ponto de intersegao
onde é realizado o impulso.

Por simetria, note que os angulos AFP ¢ AFF’ sdo iguais e, portanto, tém valor 7/2.
Como as duas érbitas possuem o mesmo momento angular, a velocidade tangencial no ponto
A deve ser equivalente para ambas as 6rbitas. Além disso, podemos perceber que o ponto
A possui anomalia verdadeira § = 7/2, o que garante que o médulo da velocidade também
seja 0 mesmo para ambas as Orbitas.
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o
2 F
Av 1/ \

Av
A

Figura 9: Vetores de velocidade.

A tnica maneira de isso ser possivel seria se o impulso radial fosse dado por Av = 2v,., onde
v, € a velocidade radial imediatamente antes do impulso.

E claro que v? = v? — v?, onde v; é a velocidade tangencial. Partindo de defini¢des bésicas:

i — h 2 1
R = pa(l— ), r=L=C) v = v2=u<—>.

1—ecosf’ r a

Trabalhando com essas equacodes, chegamos a:

12 12
UQ:ﬁ(l—i—%cosH—i—ez), v? = ﬁ(1+ecose)2.
Por fim, substituindo em v? = v? — v?, obtemos:
2 2.2
v2 = %(e2 —e%cos? ) = ’uhs sin? 6.

Substituindo Av = 2v, e § = 7/2, chegamos ao resultado desejado:

2
Av = %Sin (g) [ |

[3] Problema 14. Nessa questao, vamos estudar um modelo simplificado para o efeito que confirmou
a Teoria da Relatividade Geral de Einstein: as lentes gravitacionais. A presenca de um corpo
massivo curva o espago-tempo, fazendo com que estrelas possam servir como lentes no espago.
Alguns telescopios, como o JWST, utilizam esse efeito para conseguir fotografar aglomerados de
galdxias muito distantes. Uma das fotos tiradas pelo JWST de uma lente gravitacional pode ser
vista a seguir:
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Figura 10: Fonte: National Geographic

Um esquema simplificado das lentes gravitacionais pode ser observado a seguir. Esse ”circulo”é
conhecido como Anel de Einstein.
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S,
i

Figura 11: Esquema da lente gravitacional

No esquema, o ponto O representa o observador, L o corpo massivo que atua como uma lente,
S a posicao real do objeto observado e S’ sua posicao aparente, o é o parametro de impacto, 3 a
separacao angular entre o corpo observado e a lente, 6 o raio angular do anel de Einstein, ¢ o
desvio angular causado por um corpo massivo. A distancia OL vale Dy, e a distancia OP vale Dg,
de modo que Dg — Dy, = Dyzg.

Todos os angulos sdo muito pequenos, de modo que sinx ~ tanz =~ x. Além disso, por estarem
no infinito, as retas OP, OS e OS’ podem ser aproximadas como paralelas.

E um resultado conhecido da Teoria da Relatividade Geral que o desvio da luz causado por um

corpo massivo é dado por:
4GM
()0 =

ac?

a) No limite em que lim,_,(, encontre uma expressao para g em funcao das demais distancias
e angulos fornecidos.

b) O telescépio JWST obtém imagens no infravermelho, de comprimento de onda Ary. Quéao
grande deve ser seu diametro para que ele possa resolver um anel de Einstein?
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a) Note que, quando a — 0, PL = AS = Dyg. Utilizando tan @ = sin 6 = 6, temos:

(1) PS=DgB=a, (2)SS" = Dgrp, (3) PS"= Dglg,
(4) OL =Dy = LA/0g = afg, (5) LA=PS, (6) PS'=PS+ 5SS

Substituindo (1), (2), (3) em (6),

Dsbg = Dsf + (Ds — Dr)y¢

Dg — Dy,
0 —f=—7——
E—B De ¥
Substituindo o valor de ¢:
Dg— Dy 4GM
O — B =
2 Dg ac?

Utilizando (4), temos a = D0 e substituindo na nossa equagao:

Ds — D 4GM

0p — B =
p=f Ds Drfgc?

Dg — D AGM
0% — B = SDS - 2

O limite de a — 0 implica que § — 0, assim:

. _\/DS—DL4GM
E= Dg c2

b) Utilizando o critério de Rayleigh 6 = R%, onde R =~ 1,22. Isolando D e substituindo
=0g:

_ |R*\}y  Ds
4GM Dg— Dy,

[4] Problema 15. Neste exercicio, vamos estudar propriedades da excentricidade das drbitas e en-
tender como ela se relaciona com a energia e o momento angular. Denotando y = GM e h = L/m,

faga o que se pede nos itens a seguir.

Parte I: O vetor excentricidade

a) Escreva uma expressao para a segunda lei de Newton no formato vetorial para um corpo de
massa m orbitando um corpo de massa M a uma distancia r.
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b)

d)

f)

Faca o produto vetorial da sua expressao por h e prove que:
d . 1 T
—(rxh)=~v—-—r
dt ( ) r r2

Onde r representa a velocidade radial e v a velocidade.

Podemos escrever o lado direito da equagao anterior como:

d
7 (Ar)

Encontre o valor de A.

Integre os dois lados da igualdade encontrada e faga a multiplicacdo escalar de ambos os
lados por r. Apos isso, resolva para r. O seu resultado deve ser bem parecido com o previsto

somente pela geometria:
p

"= 1+ ecosb

Encontre os valores de p e e. Nao esqueca da constante de integracao. Suas respostas
podem depender dela.

No item anterior, e é a excentricidade da orbita. Voltando a equacgao obtida inicialmente no
item ¢, apds a integracao, ache uma forma de expressar e, como sendo um vetor de médulo
e e que aponta diretamente para o corpo orbitado.

Prove que a relagao encontrada no item anterior pode ser escrita como:

pe = (v* — g)r— (r-v)v

Para onde esse vetor aponta?

Parte II: Determinando elementos orbitais a partir do vetor excentricidade

Vamos definir o nosso sistema de coordenadas da seguinte maneira. Considere um sistema de mao
direita, orientado de tal forma que o plano zy coincida com o plano equatorial e com z apontando

para o polo norte. Definindo o vetor nodal como n = z x h.

a)

b)

c)

Encontre uma expressao para h em funcao das componentes do vetor r e do vetor v. Apds
isso, encontre o vetor n em funcao das componentes de h.

Desenhe uma esfera celeste e represente nela: o plano do equador e uma érbita qualquer (que
tenha inclinagao diferente de 0). Nela, marque os seguintes angulos: i, a inclina¢ao orbital,
Q a longitude do nodo ascendente, w o argumento do periastro e 6, a anomalia verdadeira.

Encontre expressoes para todos esses angulos em funcao de e, h, n, r e qualquer um dos
vetores definidos no nosso sistema de coordenadas zyz.
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Parte I

a) Utilizando a forma vetorial da forga gravitacional, temos:

GMm .. .. 1
= r=mr—|r=——r

r3 r3

b) Fazendo o produto vetorial dessa expressao por h, temos:

. M M

rxh:—r—3( xh):r—:,)(hxr)
Uma vez que h é constante, o lado esquerdo da equagao pode ser escrito como d(r X
h)/dt. Para o lado direito, vamos escrever h = r x v e utilizar a regra do BAC-CAB,

que diz que (A x B) x C = B(A-C) — C(A- B). Desse modo:
L xh)=L(Exv)xr) = L2y r(r-v))
dt 7 i

Note que r- v é a multiplicacao das componentes de r e v que estao na mesma diregao.
Assim, r - v = r7. Substituindo na expressao anterior:

d . I T
a(rxh):;\’*ﬁr

c) Abrindo a expressao fornecida pelo enunciado:

d d
Yar)y=r2aya
g AT =T A+ Ay

Comparando as expressoes, é facil perceber que .

d) Utilizando as informagoes obtidas nos itens anteriores, temos:

< =iz ()

Multiplicando ambos os lados por dt e integrando, temos:

ixh=2r+B
T

Onde B é um vetor constante de integragdao. Agora, fazendo o produto escalar com r:

r-(txh)=ur+r-B

Usando que a - (b x ¢) = (a x b) - ¢ e definindo v como o angulo entre r e B, temos:
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h% = pr + rBcosv

Resolvendo para 7, chegamos em:

h?/p
r =
1+ (B/p)cosv
Assim:
h? B
pP=— €= —
7 n

e) Utilizando e = uB e voltando ao item d), temos:
ixh="Fr + ue
r

Resolvendo para e e notando que 1 x h = v x h, temos:

f) Escrevendo h =r x v, temos:

Multiplicando os dois lados da expressao por u, e usando o BAC-CAB, temos:

ue:v2r—v(v~r)—ﬁr
r

Reorganizando os termos:

pe = (v? — %)r— (r-v)v

[5] Problema 16. xxx (Adaptado IPhO 2018) Um dos efeitos mais interessantes da relatividade geral
é a emissao de ondas gravitacionais (OG’s) por bindrias préximas. Um dos efeitos disso é a perda

de energia do sistema. Nesta questao, iremos estudar esse efeito a fundo.

a) Considere um sistema formado pelas estrelas 1 e 2, com massas M; e distando 7; do centro

de massa. Utilizando a segunda lei de Newton, é possivel demonstrar que:

Onde a; é o vetor aceleragao da estrela 1. Encontre o valor de o = a(G, My, Ms) (1é-se a em

fungao de G, My, Ms) e de n.

XXXV



Felipe Maia Banco de Questoes

b)

d)

A energia total do sistema bindrio pode ser expressa como:

E:A(%%L)_%

Onde p é a massa reduzida do sistema, M = My + My e L = r1 + ro. Encontre o valor de A.

A expressao anterior pode ser simplificada para:

_ BGMp
L

E

Onde B é uma constante adimensional. Encontre seu valor.

A teoria correta da gravidade, a Relatividade Geral, foi formulada por Einstein em 1915
e prevé que a gravidade se propaga a velocidade da luz. Os mensageiros que carregam
informacoes sobre a interacao sao chamados de ondas gravitacionais (OGs). OGs sao emitidas
sempre que massas sao aceleradas, fazendo com que o sistema de massas perca energia.

Considere um sistema de duas particulas pontuais, isoladas do restante do Universo. Eins-
tein provou que, para velocidades suficientemente pequenas, as ondas emitidas: 1) tém uma
frequéncia que é duas vezes maior do que a frequéncia orbital; 2) podem ser caracterizadas
por uma luminosidade, ou seja, um poder emitido P, que é dominado pela férmula:

G G~y (PQy) (dQ
¢L:&ﬁ§:§:< ﬁ;>( ﬁ;>'

i=1 j=1

Aqui, ¢ é a velocidade da luz ¢ ~ 3 x 108m/s. Para um sistema de duas particulas pontuais
orbitando no plano x — y, Q;; ¢ a seguinte tabela (4, j indicam o ntimero da linha/coluna):

Os componentes de @);; sao dados por:

2

M
Qi1 = Z TA (2952A —y,%x),

A=1

2

M
Q22 = Z =4 (23/,24 —93?4),

A=1 3

2

M
Q33=—ZTA(1‘§;+Z/,24)7

A=1

2
Q12 =Qa =Y Mazaya.

A=1

E Qi; = 0 para todas as outras possibilidades. Aqui, 4,y4 sdo as posicoes da estrela A,
com A =1, 2 em um plano cartesiano com o centro de massa na origem.

Escreva as coordenadas (r1,y1) e (x2,y2) em fungao de r1,r2,w e ¢, com t sendo o tempo
percorrido desde algum ponto especifico da orbita.
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e)

f)

g)

h)

Para calcular a poténcia dissipada, a féormula possui uma soma quadrupla. Resolver essa
expressao "na tora’é algo bem complicado e demorado. Porém, felizmente, ha um jeito mais
bonito e elegante de resolvé-la. Para isso, comece escrevendo @); ; como uma matriz 3x3, da
seguinte forma:

ailr a2 ais
Q=A|an axn ax
as;p az3 ass

Encontre o coeficiente A = A(u, L) e complete a matriz Q.

Do item anterior, vocé deve obter:
Qii = A(b; + jicos(kt)), Qéfj = A(pyj sin(kt))

Encontre os valores de b;, ji, pi;j e k.

Agora, vocé é capaz de resolver para P de maneira mais fluida. A expressao pode ser simpli-
ficada para:

G
P = 5*5[L2L4w6
c
Encontre o valor numérico de &.

DICA: O somatoério duplo:

Onde A é uma matriz N x N pode ser simplificado para:

N N
doD A

i=1 j=1
Que representa a soma quadritica de todos os elementos da matriz A.

Caso nao houvesse a emissao de OG’s, o sistema continuaria em equilibrio indeterminada-
mente, mas devido a sua emissao, a energia do sistema nao é conservada, fazendo com que
haja uma variagdo na velocidade angular do sistema, w. A férmula para a variacdo temporal
de w tem a seguinte cara:

dw\?® 1
(%) = Ge*ssEmey

Onde M, é a chamada Massa Chirp e M, = M.(M, p). Encontre uma férmula para M.

Usando as informagoes obtidas acima, relacione a velocidade angular orbital w com a frequéncia
das ondas gravitacionais fog. Sabendo que, para qualquer fungao suave F(t) e a # 1:

T — k) = PO =x(1 - a)(to 1),
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onde y é uma constante e tyg é uma constante de integracao, mostre que a equacgao do item
anterior implica que a frequéncia das ondas gravitacionais é:

B ML @/3)+
ol = s (S5E) T -0,

3

e determine a constante p.

Em 14 de setembro de 2015, o evento GW150914 foi registrado pelos detectores LIGO, con-
sistindo de dois bragos em forma de L, cada um com 4 km de comprimento. Esses bragos
mudaram de comprimento relativo de acordo com a Figura abaixo. Os bragos do detector
respondem linearmente a uma onda gravitacional que passa, e o padrao de resposta imita a
onda. Essa onda foi criada por dois buracos negros em orbitas quase circulares; a perda de
energia por radiacao gravitacional causou a contracao da drbita e, eventualmente, a colisao
dos buracos negros. O ponto de colisao corresponde, aproximadamente, ao pico do sinal apds
o ponto D, na Figura abaixo.

m— H1

Figura 12: Deformagao, ou seja, variagdo relativa do tamanho de cada brago, no detector LIGO
H1. O eixo horizontal representa o tempo, e os pontos A, B, C, D correspondem a t = 0,000, 0,009,
0,034, 0,040 segundos, respectivamente.

J)

k)

A partir da figura, estime fog(t) em:

' tp+ta - tp +tc
AB= ——(F—— D=—(F .

2 © 2
Assumindo que a equagao para fog é valida até a colisao (o que, estritamente falando, nao é
verdade) e que os dois objetos possuem massas iguais, estime a massa ”chirp”, M., e a massa

total do sistema, em termos de massas solares Mg ~ 2 x 10%* kg.

Estime a separacdo orbital minima entre os dois objetos em top. Assim, estime um tamanho

, . . R .
maximo para cada objeto, Rmax. Obtenha 5=~ para comparar esse tamanho com o raio do
max

nosso Sol, Ry ~ 7 x 10° km. Estime também sua velocidade orbital linear no mesmo instante,
Veol, comparando-a com a velocidade da luz, %
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a) Da segunda lei de newton,

Onde d ¢é um vetor que sai da estrela dois e vai até a estrela um. Portanto, |d| = 71 +7r2.
Utilizando o teorema do centro de massa, temos

_ Miry
==

T2

Substituindo e simplificando,

G M,

———d
rf(L+ 52)°

al] = —

Agora trabalhando no vetor d, note que a sua diregdo é a mesma direcao que ry, uma
vez que a linha que liga 1 e 2, obrigatériamente passa pelo CM do sistema. Assim,

d = |d|ry = (r1 + r2)r1 = (14 M1 /M)y
Substituindo,

GM2 ry

a e —
1 (14 M, /My)? 13

Com isso, podemos concluir que

GM>

—(1 M )R n=3

o =

b) A energia do sistema é dada por,

- Mﬂ}% + MQU% G MMy

E
2 L

Focando no primeiro termo e utilizando-se de que, v4 = r 4w, temos

Mlv% + Mgv% = (er% 4L Mgr%)wQ
Pelo teorema do centro de massa

M7 Moy
(MlT‘l — M2T2)2 =0— MlT‘% + Mgr% = mL2 = NL2

Para o segundo termo, basta multiplicar em cima e embaixo por (Mj + Mj). Assim,
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Desse modo, | A =

c) Pela terceira lei de kepler,

Substituindo,

GMp GMp — GMp

Concluindo assim, que |5 = —1/2|.

d) Seja, 0 o angulo que o vetor 7 faz com o eixo z, desse modo,

(w1, y1) = r1(cosd, sind)

O vetor 79 deve fazer um angulo de m 4 6. Utilizando que sin(m + 6) = —sin(f) e
cos(m + 6) = — cos¥,

(w2, y2) = —r2(cos B, sin )

Definindo por ¢t o tempo decorrido desde que as estrelas cruzaram o eixo x, tem se
0 = wt. Logo,

(21, 91) = ri(cos(wt), sin(wt)) (z2, y2) = —ra(cos(wt), sin(wt))]

e) A matrix terd a seguinte cara,

Qu Q12 Q13
Q=10Qa Qxn Q3
Q31 Q32 Q33
Evocando as férmulas do enunciado,
2 M4
Qi1 = Z 3 (2952A - yi) )
A=1
2 M,
_ 2 2
Q22 = AZ::l T (Q?JA - 33,4) >
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2

M
Q33=—ZTA($124+?J,24)7

A=1

2
Q12 = Q21 = Z Mazpya.
A=1

Para ()11, temos,

M M.
Qu = 5 (221 — o) + 5" (223 — 43)
Substituindo z e y,

M Mor3
Q11 = —2r2(2 cos?(wt) — sin?(wt)) + —212

3 (2 cos?(wt) — sin?(wt))

1
Q11 = g(2 cos2(wt) — sinz(wt))(MlT% F Mz?“%)

Qu = ,u3L2(2 cos? (wt) — sin?(wt))

Para Q22a
Mir? o . 2 Mars . 5 (
Q22 = (2sin”(wt) — cos®(wt)) + (2sin”(wt) — cos' wt))
L2
Q22 = %(2 sin?(wt) — cos®(wt))
Para Q33
My}, @ 9 Myry .2
Q33 = — (cos®(wt) + sin®(wt)) — (cos”(wt) + sin*(wt))
L2
Q33 = —MT

Por fim, para Q12 = Qa1,
Q12 = Q21 = M7 cos(wt) sin(wt) + Mars cos(wt) sin(wt)

L2
Q12 = Qo1 = puL?sin(wt) cos(wt) = 'MT sin(2wt)

Como os de mais termos sdo 0, podemos escolher como A o valor deuL?/2, assim a
nossa matriz () toma forma,
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o (3 cos?(wt) — 2 sin?(wt) sin(2wt) 0
pL : 4 02 2
=— sin(2wt) 3 sin®(wt) — 5 cos(wt) 0

Q
2 0 0 -2

Para os termos a11 e aso, vamos utilizar identidades trigonométricas, comecando com
aii, 4 9 9

3 cos?(wt) — 3 sin?(wt) = 3(2 cos?(wt) — sin’(wt))
Usando cos?(wt) = 1 — sin?(wt), temos,

= ; (2 — 3sin’(wt))

Usando a forma do arco duplo, temos,

1 — cos(2x)

cos(2z) = cos?z —sin® x = 1 — 2sin’z — sin’z = 5

Fazendo essa substituicao,

2 3 3 1
== <2 =5 + 5 cos(2wt)> =3 + cos(2wt)
Utilizando o mesmo processo para as2, encontramos

1
Qg = 3 cos(2wt)

De modo que nossa matriz pode ser simplificada para,

T +cos(2wt)  sin(2wt) 0
Q= sin(2wt) 3 —cos(2wt) 0
0 0 -2

f) Analisando a matriz anterior, temos que,

E que

1 2 . .
b1=b2=§7 b3=—§, a1i=1, jo=-1, j3=0, pia=pa =2, k=2

g) A férmula fornecida para a poténcia foi,
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Para comecar, vamos derivar a matri () com respeito ao tempo,

a3Q 12 B % + cos(2wt) sin(2wt) 0
a3 %ﬁ sin(2wt) 3 —cos(2wt) 0
0 0 _%

Para derivar uma matriz, basta derivarmos todos os seus elemtentos, ao fazer isso,
chegamos em,

8w3sin(2wt) —8w3cos(2wt) 0
—8w3 cos(wt) —8w3sin(wt) 0
0 0 0

¢Q _p1?
a3 2

Deixando o termo em como fora da matriz,

B0 sin(2wt)  —cos(2wt) 0
a3 4uwL? | —cos(2wt) —sin(wt) 0
0 0 0

Foi fornecido como dica que o termo

- (P05 (£Qy
it SHE o)

Corresponde a soma quadradica dos membros da matriz, desse modo

3 30). .
ZZ <dd%]> (dd%]> = (4w L?)? (sin®(2wt) + 2 cos®(wt))

=1 j=1
Assim,
3
G dSQij d°Qij G 2 674
Poa 3 () (G - st
i=1 j=1
Reorganizando,
P 32 e in
b cd
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h) P representa a poténcia que estd sendo dissipada pelas OG’s, assim,

dE

P:—%

Igualando E a energia da o6rbita,

_ GMpd 1

2 dtL

Podemos escrever w em funcao de L, para isso, basta utilizar a terceira lei de kepler,

GM 1
2 M 1/3,.2/3

Substituindo,

(GM)Q/?’M d 2/3 (GM)Q/?’uin?)dﬁ

P =2 ¥
_ (GM)*Bp dw
- 3wl/3 dt

Igualando a expressao obtida no item anterior,

§G,u2w6L4 B (GM)Q/gudﬁ
cd T 3wl/3 dt

Resolvendo para dw/dt,

dﬂ B ( )Gluw19/3L4
dt (GM)2/3¢5

Substituindo L = (%\2/[)1/37 temos,

dw Guw'd/3 <GM)4/3

@ =89 (GM)23c5 \ w2

Elevando ao cubo,

(dw)3 _ (3¢)? G3udwt® GAM*

dt G2M2c15 8

Simplificando,

7 3 11
(%) = Gerdscin)

xliv



Felipe Maia Banco de Questoes

Analisabdo a expressao do enunciado, temos,

Mc —_ (,U3M2)1/5

i) Utilizando o fato fornecido pelo enunciado,

dF(t)

= XFW) - PO~ =x(1 - a)(to ~ 1

Podemos encontrar uma expressao para w(t).

dw _ BE(GM*P 1y | 1ugs _ SE(GM)*P

dt cd cd

Simplificando,

w83 _3§(GMc)3/5 8

s _ SEGMY5(E — to)
_ i

Para encontrar uma expressao para foq, temos que utilizar que,
w
foa = 2foret = W= 7 foa

Fazendo tal substituicao, chegamos em,

_s/3  8T3(GM.)33(t —to)
fOG =

cd

Comparando com a forma do enunciado, podemos obter,

j) A partir da figura, consideramos os dois At como meias-periodos. Assim, a frequéncia
de onda gravitacional ciclica é fog = 1/(2At). Entao, os quatro pontos fornecidos nos
permitem calcular a frequéncia no tempo médio dos dois intervalos como:

t(s) foc (Hz)
tap = 0.0045 | foa(tap) = (2 x 0.009)~1
tecp = 0.037 | foa(tep) = (2 x 0.006)_1

Agora, temos dois pares de valores (fog,t) para duas incégnitas (to, M.). Em termos
de taop e top e dividindo as duas equagoes, obtemos:
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k)

by = Atcp —tap _ (fOG(tAB) ) 8/

A-1 7 ~ \foc(tep)

Substituindo os valores numéricos, A ~ 2.95 e ty ~ 0.054s. Agora podemos usar a
equacao de fog para qualquer um dos valores t4p ou top e determinar M.. Obtém-se
a massa de chirp:

M, ~ 6 x 103 kg ~ 30 M,

Assim, a massa total M é:

M = 43/5 )M, ~ 69 M

Este resultado é, na verdade, notavelmente préoximo das melhores estimativas usando a
teoria completa da Relatividade Geral! [Mesmo que os objetos reais nao tenham massas
exatamente iguais e a teoria que acabamos de usar nao seja valida muito préximo da
colisao.]

Usando a lei de Kepler estabelece que L = (GM/Q?)'/3. O segundo par de pontos
destacados no grafico corresponde ao ciclo anterior & fusdo. Assim, utilizando que

foc =w/m,
Wiep ~ 2.6 x 10%rad/s.

Em seguida, usando a massa total obtida anteriormente:

L ~5x10°km

Assim, esses objetos possuem um raio maximo de Rpax ~ 250 km. Portanto, eles tém
mais de 30 vezes mais massa e:

Ro 5
—2 ~3x10
Rmax <

eles sao 3000 vezes menores que o Sol!
A velocidade linear é:
L
Vool = 5 ~ 7 x 10* km/s.

Eles estao se movendo a mais de 20% da velocidade da luz!

Leo ~ 5 x 10% km,
Ro
Rmax

Uc01N02
. 2.

~ 3 x 103,
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Problema 17. (Barra 2024) Durante sua estadia no Hotel Fazenda Ribeirao, Hugo observava a
estrela Plo I com seu telescopio. Comparando o seu espectro com o de outras estrelas, ele descobre
que Plo I é uma estrela de néutrons e estima sua massa como sendo M; = 2M. Ele também
observa que Plo I possui variagoes senoidais em sua velocidade radial ao longo do tempo e conclui
que Plo I deve fazer parte de um sistema bindrio com outro corpo celeste, Plo II. Observando a
curva de velocidade de Plo I, Hugo também determina que Plo I possui uma orbita circular de
periodo P e velocidade radial méaxima K. Porém, ele nao sabe qual é a massa Ms de Plo I e nem
qual é a inclinacao 7 do plano orbital do binario em relacao ao plano do céu, representada na figura
a seguir.

Normal doplano orbital

Linha devisada
o . gy - e - o - o

Figura 13: Representacao da orbita

a) A partir da 32 lei de Kepler e da 2? lei de Newton, encontre uma expressao para a fungao
de massa do sistema binario formado por Plo I e Plo II em termos de P, K e constantes
universais. Vocé pode utilizar que a funcao de massa é dada por:

Fo M3 sin® i

(M 4 Ma)?

b) Utilizando suas medidas, Hugo calcula que a fungdo de massa do bindrio é f = 46,2M.
Desejamos encontrar o valor minimo Ms n,in para a massa de Plo II, sabendo que ele corres-
ponde ao caso em que ¢ = 90°. Suponha M3 iy, > M;. A partir disso, determine M pin. Seu
resultado é condizente com a hipétese? Responda SIM ou NAO, justificando com célculos.

c) Com base em sua resposta do item anterior, conclua: é mais provavel que Plo II seja um
exoplaneta, uma ana branca, uma estrela de néutrons ou um buraco negro?
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a) Primeiramente, note que vy gparente = |w X r| = wrsini = v, sin4, logo K = v, sini =
2mwal

7 sini. Defindino a = a1 +ag € M = M; + M onde a; e M; representam a distancia
entre a estrela i e o CM e a massa da estrela i, temos a terceira lei de kepler como,

a B GM
T2  4x2
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2 Astronomia de Posicao

[5] Problema 18. Apds se perderem em uma navegagao, vocé e o professor Klafke, naufraga em uma
ilha e encontra o seguinte relégio de Sol:

Figura 14: Relégio de Sol

Agora é missao de vocés descobrirem propriedades do relégio de Sol.
a) Em qual hemisfério vocés se encontraram? Como vocé chegou a tal conclusao?

b) Apéds varias semanas na ilha, vocés notam que a sombra do relégio parece seguir uma linha
reta, sendo ¢ a latitude que vocés se encontraram, determine a declinagao do Sol nesse dia e
explique o porqué disso s6 acontecer em 2 dias do ano.

c) Prove que, quando o Sol possui a declinacao encontrada anteriormente, a sombra segue uma
linha reta. Isso pode ser feito seguindo os seguintes passos:
i) Determine a orientagao da linha e explicar por que ela deve estar nessa orientacao;

ii) Determine o comprimento da sombra para uma dada posicao do Sol em coordenadas
alt-azimute;

iii) Derivar uma relagao entre altitude e azimute, dado que a ponta da sombra esté sobre a
linha;

iv) Determine uma quantidade constante e mostrar que ela é constante para todas as
posicoes do Sol naquele dia.
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a) Pela imagem, podemos notar que as notagoes da esquerda correspondem as horas da

manha. Assim, temos que o Sol estd nascedo & direita, para que assim a sua sombra
fique sobre a esquerda. A partir desses argumentos, é possivel dizer que o ponto cardeal
Leste se encontra a direita e o Oeste a direita. Um relégio de sol vertical, tem seu
gnomon sempre apontado para o polo celeste nao elevado. Como este estd apontando

para a direcao Sul, podemos concluir que o relégio se encontra no ‘ hemisfério Norte|.

b) Isso sé acontece nos equindcios, quando dg = 0.
c) Seguindo os passos do enunciado,

i) Como ds = 0, o céu se move exatamente da diregao leste para oeste,

ii) Se o gnénom tem comprimento L e o Sol estd em uma altura h, utilizando geo-

L
tanh*

metria, podemos dizer que o comprimento da sombra, [ vale, [ =

iii) Observe a seguinte figura,

Oeste Leste

[

=\

Sombra

Figura 15: Esquema da linha imaginaria

A distancia entre o centro do redgio e a sombra é dada por,

sina

x =1Isin(A—90°) =lsina =L

tan h

Agora, queremos provar que essa quantidade é constante.
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d) Observe o seguinte triangulo,

Figura 16: Sol no equador

Usando a Lei dos quatro elementos,

cot(90° — ¢) sin(90°) + cos a cos(90) = cot hsina

Simplificando, temos,

O que é constante. Logo, a nossa condigao estd provada.

[5] Problema 19. (Adaptado T1 - 2024) A equacgao do tempo é a diferenga entre a ascencao reta do
Sol médio e a ascencao reta do Sol verdadeiro. Sabendo disso, vamos calcular algumas das suas
propriedades.

a) Determine uma expressao para a equagao do tempo, desconsiderando a excentricidade da
Terra, i.e.: O Sol possuindo velocidade constante ao longo da ecliptica. Deixe sua resposta
em funcao do tempo desde o equinécio de margo 1T, do periodo da Terra T e da obliquidade
da ecliptica e.

b) Agora, considerando a excentricidade da Terra, a equagao do tempo tem forma:
E.T. = —2¢ - sin(k1 - M) + tan? <§) sin (kg - (M + Ap))

Onde M é a anomalia média, Ap a longitude ecliptica do periastro e e a excentricidade da
Terra. Determine as constantes ki e k2. Pense nas situacoes de simetria envolvendo cada
uma das parcelas da equacao.

Agora o objetivo da questao é descobrir a declinagdao do Sol no ponto de né do analema. Veja
a figura a seguir:
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Figura 17: Representacao analema

O ponto de né é o ponto em que a trajetéria se cruza.

c) Para pequenos valores da declinagaop do Sol, obtenha uma férmula para essa em funcao de M,
Ap e e. Considere também que a excentricidade e a inclinagao da drbita sejam suficientemente
pequanos pequenos.

d) Encontre as duas anomalias médias que tenham a mesma declinagdo e mesma FE.T..
e) Encontre o valor da declinagao Solar no ponto de né.

a) A equacao do tempo se da por

ET =« M — Qy
Onde ajs € a ascengao reta do Sol médio, i.e.: um ”Sol ficticio” que se move ao longo
do equador com velocidade constante, e ay a ascencao reta do Sol verdadeiro.
Observe o seguinte triangilo esférico
COLOCAR imagem

Primeiramente, tanto o Sol verdadeiro quando o Sol médio possuem velocidades angu-
lares constantes e equivalentes a wg = 27 /T, assim, ay = woThy-

Utilizando a lei dos quatro elementos

cot 7m/2sin € + cos € cos ay = cot(weThr) sin ay
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b)

d)

Como cot /2 = 0, obtemos

oy = tan~!(cos e tan(weThr))

Note que, quando € = 0, oy = apy como esperado.

Por fim, voltando a definicdo da equacao do tmepo

2 2
ET.=tan™! <cosetan <7TTM>> — ITM

Para resolver essa questao, vamos pensar nas situacoes de simetria. Para uma o6rbita
Elipstica, a unica situacao de simetria é em relacao ao eixo maior. Ja considerando
a obliquidade da ecliptica, existem duas simetrias possiveis, em relacao a linha dos
soltiscios e dos equiécios. Por tanto é razoavel pensar que a senoide que se relaciona
com a excentricidade da érbita tenha um periodo por ano enquanto a que se relaciona

com a obliquidade da eclptica tenha 2 peridos por ano, assim |k; = 1, ko = 2

Voltando ao triangulos esférico anterior e utilizando a Lei dos Senos, nés temos

sinde _ sin A

sin €

Onde A é a longitude ecliptica do Sol. Utilizando que para pequanos angulos sin 6 = 6,
temos

do = €sin A

Desprezando a excentricidade, temos A = Ap + M, assim

‘5@ :esin()\p+M)‘

A condicao para que duas anomalias médias possuam a mesma equacao do tempo é

sin(M; + Ap) = sin(Ma + Ap)

Usando que sin # = sin(7m — 6) temos

‘MQZW—M1—2)\P

Igualando as equagoes do tempo

—2esin(M;) + tan? (%) sin (2(M; + \p)) = —2esin(My) + tan? (%) sin (2(Ms + Ap))

Substituindo My
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—2esin(M)+tan? (%) sin (2(M; + \p)) = —2esin(M;+2\p)—tan? <§> sin (2M; + 2Ap)

tan? (%) sin(2M1 + 2Ap) = e(sin My — sin(M; + Ap))

Utilizando o seno do arco duplo e prostaférese:
tan? (%) sin(My + Ap) cos(Mi + Ap) = —esin Ap cos(M; + Ap)

esin Ap 4esin Ap
2(e\ 2
tan (5) €

Finalmente, substituindo na férmula da declinagao:

sin(M1 + )\P) = —

4esin Ap
5@ ~ ——
€

[5] Problema 20. Porilio, aps um longo dia de aulas no I'TA, no solsticio de verao (¢ = 23°11'S, A =
45°53'0). No dia em questao, o valor da equacao do tempo é E.T. = —3 minutos. Porilio, ndao quer
perder o Sol de jeito nenhum e comega a correr para que o (centro do) Sol continue no horizonte.

a) Sao José dos Campos, segue o horario de Brasilia (UTC-3h), em qual horério, no Tempo
Civil, Porilio deve comecar sua corrida?

b) Se Porilio corre em diregao a um dos polos geograficos, qual deve ser a sua velocidade inicial?

c¢) Se Porilio decide subir uma montanha de inclinagao i = 30°, a uma velocidade constante de
v = 1 m/s, qual o maior tempo com que Porilio consegue deixar o Sol acima do horizonte?
Dica: Utilizar aproxiamagoes para pequenos angulos, talvez seja util

a) Para encontrar o horério de nascer/se por de uma estrela, precisamos achar o angulo
horario dela no momento em que ela nasce. Olhe o triangulo esférico a seguir,
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Figura 18: Esquema do Sol no Horizonte

No momento em que o sol se encontra no horizonte, temos h = 0. Por ser solsticio de
verdo (no hemisfério Sul), temos § = —23,47°. Utilizando uma lei dos cossenos e que
sin(90 — @) = cos(#) e que cos(90 — #) = sin(f), temos

sin h = sin ¢ sin d + cos ¢ cos d cos H

Resolvendo para H, e usando sin h = sin 0° = 0,

cos H = —tan¢tand

Resolvendo, obtemos H = 100, 72° = 6"42m528
O horério do por do Sol, é dado por TSL = 12 + H = 18742525,
Utilizando que T'C' = T'SL + (A fyso — Aiocat)/15 — E.T'., obtemos,

| TC = 18M49™20°

b) Porilio deve correr em diregdo ao Polo Celeste Sul, uma vez que ele a decliangao do
Sol é negativa. Para achar sua velocidade inicial, vamos derivar a lei dos cossenos em
relagao ao tempo em h = 0.

dcosH _tanddtangb
dt dt
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Usando a regra da cadeia,

. tan §
—sinHH =
sin C082¢¢
Onte a = %. Isoloando q.S,
. 2 1 .
b= cos ¢smHH

tan o

A variacdo do angulo horario é 360°/24" = 15°/1". Resolvendo para b,

. —28,68°

o T =—1,39 10~* rad/s

Note que o sinal de qﬁ apenas representa que ele estd se movendo em direcao ao polo
Sul. Utilizando que,

Chegamos na relacio v = Rg|d),

v ~ 885 m/s

c) Agora, temos que usar a ideia de dngulo do horizonte. Observe a seguinte imagem,
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Observador

Figura 19: Fonte: Apostila Magna

O angulo 0, vale

Rr
Rr+h

cosf =

Como h << Ry, vamos utilizar © = h/Rr e usar a aproxiamagoes para r << 1.

-1 -1
cost(RT+h) :<1—|—i) zl—i
Ry

Como 6 é um angulo pequeno, vamos utilizar a aproximacao em segunda ordem utili-
zando a série de taylor,

) (g)z™
fla) ~ 3 TOT

Onde f((z) representa a n-ésima derivada de f(z). Espandindo a fungdo em torno
de a = 0, temos,

92
0~1— —
COS 9

Igualando os termos,
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0?2 h 5%
AR N N S
2 Ry Ry

Para calcular o tempo em geu o sol continua acima do horizonte, temos que calcular
o tempo em que a altura aparente do sol, deve ser compensada pelo angulo 6, afim de
que o sol permaneca no horizonde. Desse modo, a lei dos cossenos, se torna,

sin § = sin ¢ sin é + cos ¢ cos d cos H

Usando sinf = 0,

0 = sin ¢ sin d + cos ¢ cos § cos H

Derivando dos dois lados com relagcao ao tempo, (aqui vamos desprezar ¢ uma vez
que a velocidade com que Porilio se move é muito pequena).

% — —cos¢cosdsin HH

Para derivar 6 em relagao ao tempo, perceba que h(t) = vtsini.
ﬁ: /2vsinii\/i: fvsini
dt Ry dt 2Rt

vsine
2Rt

Igualando as expressoes,

= (cos ¢ cosdsin HH)?

e vsing
2R (cos ¢ cos & sin HH )2

[3] Problema 21. Maui, um renomado astréonomo deseja passar as suas férias de fim de ano em

Serjipe (10° 54’ 33”5, 37°4’29”0) e deseja saber o horario de nascimento de uma das suas estrelas
favoritas, All Kaf al Dij Ma III (§ = 4+10° 56’ 58", o = 2h 58m 43s) e precisa da sua ajuda para
calcular o horario de nascimento dela nas seguitnes situacoes:

a) Calcule o hordrio de nascimento de All Kaf al Dij Ma III no solsticio de dezembro.
b) Quando tempo a estrela passard acima do horizonte?

c) Estime o periodo de tempo em que a estrela é visivel.
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a) Como visto anteriormente, o &ngulo horério de nascer de uma estrela é calculadro por,

cosH = —tandtan¢ — H =

O horario pode ser obtido usando a equagao,

TSL=a+H

Resultando em

b) O tempo em que a estrela fica acima do horizonte é dado por,

At =2H =
c) No solsticio de verao, o = —23,47, assim, o angulo horario do sol é dado por, Hg =
—tan dg tan ¢ =, Ou seja, o tempo em que o Sol fica visivel é dado por, dtg =. Uma

estimativa valida do tempo em que a estrela é visivel, é dada por,

At = 2(H — Hy)

Que representam os periodos em que a estrela esterd acima do horizonte sem a presenca
do Sol,

[4] Problema 22. (Lucas Cavalcante - Semana 111) Considerando um sistema de coordenadas ho-
rizontal em que o azimute 0 corresponde ao ponto cardeal norte, um asteroide foi observado nas

alturas hy e ho e azimutes A; e As. enquanto outro asteroide foi observado nas coordenadas hs,
hg, A3 e A4. Encontre as coordenadas dos pontos de encontro entre os asteroides.

Ideia 2: Notagao de Einsten

Durante a resolucao dessa questao, utilizarei a Notagao de Einsten. Ela é uma ferramente
fisica para facilitar as contas vetoriais. Explicando, na notacdo comum, um vetor é repre-
sentado por

a = (alél, (Lgég, agég)

Na notacao de Einsete, isso é substituido por:
a = a;€e;

Onde os indices repedidos indicam a soma (a;€; = a1€1 + agés + azész + ...)
O produto escalar entre dois verores, na notagao de Einsten é definido por:

a-b= azb](SZ]
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Onde 4;; é a funcao Delta de Kronecher e é definida por:
S — 0, sei#j
Y1, sei=j

Assim, a-b = a;b; = a1b1 + asbs + azbs
Ja para o produto vetorial, temos:

axb= aibjGijkék
Aqui, €;j;, é denominado tensor de Levi-Civita, ou stimbolo de Levi-Civita, e é definido como:

+1 se (4,4, k) é uma permutagao par de (1,2,3),
€ijr = ¢ —1 se (i,7,k) é uma permutagao {mpar de (1,2, 3),

0  se dois ou mais indices sao iguais.

Por exemplo, €193 = €319 = €931 = 1 e €130 = €913 = €397 = —1. Explicitamente

axb= (a2b3 — a3b2)é1 + (a3b1 — a1b3)é2 + (a1b2 — (Zle)ég

[5] Problema 23. (Lista 1 - Vinhedo 2024) Considere um reldgio de Sol composto por um mostrador
vertical e um gnémon, conforme representado na figura.

\

\

Figura 20: Esquema relégio de Sol.
a) Suponha um relégio de Sol vertical cujo gnémon esteja corretamente apontado para o sul.

Seja ¢ a latitude do observador, H o dngulo horario do Sol e § a declinacao solar. Determine
a relacao entre # e v em funcado dessas variaveis.
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b) Com base no item anterior, qual deve ser o valor de € para que o relégio funcione o ano todo?

¢) Utilizando o valor correto para 6, determine a relagdo entre v e H, em funcao apenas de ¢.

Problema 24. Qual a menor altura que um gigante (que vive MUITOS), localizado no polo Sul,
precisa ter para conseguir ver todas as estrelas do céu?

angulo abaixo do horizonte que o gigante consegue enchergar, é dado por,

Re
Rey+ H
Onde H é a altura do gigante. Devido a pressecao dos equindnicos, o polo sul ficard 723, 47°
para cima”’na ecliptica, logo, o angulo do horizonte deve ser § = 90° — 23,47° = 66,53° .
Resolvendo para H, temos,

cosf =

1
cos 6

H:R@< 1>%9,62-106m

Problema 25. Toleduardo deseja ver o por do Sol, mas acabou passando tempo de mais na
SorveterITA. Toleduardo é um homem Just in time e deseja saber quanto tempo o por do Sol vai
durar, para que ele possa se atrasar com calma. Sabendo que o Toleduardo s6 vai para a SorveterITA
dias 21 de marco ou 22 de setembro, calcule qual a duragdo do por do Sol na SorveterITA.
Dados: Latitude da SorveterITA ¢ = 23° 10’ 45”S, X = 45°53'14"0.

Problema 26. (Lista 2 - Vinhedo 2021) Em fevereiro de 2015, a Lua comegou um ciclo de
ocultagoes mensais de Aldebaran (« Tau). Ou seja, todo més a Lua passava na frente de Aldebaran
para um observador na Terra. Vale ressaltar que essas ocultagoes nao ocorriam necessariamente
para observadores na mesma posi¢ao todo més.

Calcule a data (més e ano) do fim desse ciclo de ocultagdes mensais. Considere que a drbita da
Lua é circular.

Dados:
e Latitude ecliptica de Aldebaran = 5,47°

e Periodo de precessao nodal da Lua = 18,6 anos

Problema 27. (Lista 2 - Vinhedo 2021) Miguel vive em uma ilha isolada no oceano Pacifico Sul,
em uma longitude A\ = 176°09’137,7"W. Ao longo do ano, o local onde o Sol nasce visto por
Miguel varia AA = 67°03'81” no horizonte. Para os dois primeiros itens, desconsidere a refracao
atmosférica. Com essas informagoes, descubra:

a) A latitude ¢ e o nome da ilha. (Consulte o Google Earth ou software similar)
b) O intervalo de horarios em que o Sol nasce na ilha, dado o fuso horario peculiar UT + 12%.

¢) Considerando a refracao atmosférica, o tamanho do intervalo do item anterior iria diminuir,
aumentar ou se manter constante?
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Problema 28. (Lista 2 - Vinhedo 2022) Bruno decidiu alugar uma casa para passar as férias em
Cuiabd (15,3°S, 56,1°0). Como um bom astréonomo, Bruno passava suas noites sentado em uma
cadeira observando as estrelas por uma gigante porta voltada para o ponto cardeal sul.

A porta tinha 4,00 metros de altura e 1,50 metros de largura. Bruno tinha o costume de sentar
a 1,00 metro da porta perfeitamente alinhado com o seu centro na horizontal. Ou seja, o segmento
de reta entre os olhos de Bruno e o ponto que estd exatamente no meio da porta na horizontal e
na altura dos olhos forma um angulo de 90° com o plano da porta. Os olhos de Bruno ficam a 1,20
metros do chao quando ele esta na cadeira.

Para facilitar as suas observacoes, Bruno criou um sistema de coordenadas baseado na posicao
da porta onde ele via as estrelas a partir do local onde ele estava sentado, utilizando metros como
a unidade de referéncia. A origem do sistema estd no canto inferior esquerdo. As coordenadas
em x aumentam para a direita e as coordenadas em y aumentam para cima. Dessa forma, uma
estrela vista a 1 metro do lado esquerdo da porta e 2 metros acima do chao seria representada pelas
coordenadas (1,2).

Bruno estava bastante interessado em Shaula (A Sco,d = 37,1°S). Determine as coordenadas
de Shaula no instante em que a estrela se tornava visivel para Bruno quando observada através da
porta. Assuma que Shaula estava abaixo do horizonte quando Bruno comegava a observar o céu.
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3 Fotometria e Fisica Moderna

Problema 29. O objetivo dessa questao é deduzir uma expressao para a profundidade optica.
Imagine que um feixe de luz passe por uma regiao do espaco, com uma determiada quantidade de
particulas. Se Iy é a intensidade da luz antes de passar por tal regiao de espaco e I é a intensidade
da luz apés, a profundidade 6ptica é definida como:

1= I()e_T

Onde 7 é a profundidade éptica.
Considere uma regiao do espago possui densidade numérica de particulas n.

a) Qual o nimero de particulas em uma drea A e espessura dz?
b) Supondo que cada particula possua sessao transversal o, qual é a drea tampada pelas pariculas?
c) Encontre a férmula para 7.

a) A densidade volumétrica de particulas é n, sendo assim temos que o nimero dN de
particulas em um volume dV é dado por

‘dN =ndV = nAdz‘

b) Se cada particula ocupa uma area o, a drea ocupada por dN particulas é

‘dS =0odN = anAdz‘

c) E esperado que a area ocupadas pelas particulas seja um empecilho para a passagem
da luz. Como a Intensidade é proporcional a area disponivel para a passagem da luz,

nés temos
dl dS d
— = —— = —nodz
I A
Integrando, obtemos
I = Ihe "%

Ou seja,

T =N0Z

. J

Problema 30. A Galaxia do Triangulo, M 33, é a terceira maior galdxia do grupo local, ela estd
a uma distancia d = 970 kpc de nés e possui magnitude aparente de 5,72. Sabendo que ela possui
aproximadamente 40 bilhoes de estrelas, encontre a luminosidade média das estrelas de M 33. Sua
estimativa parece condizer com a realidade? Por que?
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Utilizando a equagao de Pogson

Ly (1 2
mM®:2,510g<L;< Odpc>)

d 2
Ly=Le (10 ) 10~0:4(m=Mo)
pc

Resolendo para Ly,

Temos também, que L, = L,N e assim

— Lo d \*.  oam-m
L = — 1 ’ (m @)
*T N (10 pc) 0

Utilizando os valores da tabela de constantes, obtemos:

L* ~ O, 1L®
No entando, essa estimativa nao condiz com a realidade, uma vez que ha fatores como a
extincao interestelar que contribuem para o aumento da magnitude aparente de M 33, uma
estimativa condizente estaria na mesma ordem de grandeza da Luminosidade do Sol.

[4] Problema 31. Considere que o universo possui densidade numérica de estrelas, isto é, numero de
estrelas por unidade de volume, constante e de valor n. Assumindo que todas elas tenham L = Lg
e que existam um total de Ny estrelas no universo.

a) qual a probrabilidade da magnitude absoluta de uma estrela, vista do centro do universo, ter
magnitude entre m e m + dm, onde dm é uma porc¢ao infinitesimal de magnitude? Deixe sua
resposta em termos de m e da maior magnitude possivél, my,, de uma estrela na ”borda”do
universo.

b) Qual a probabilidade de uma estrela poder ser observada a olho nu?
Dados: 6
/ 1006~ dg ~ 2881.6¢ 5814
—00

a) A magnite aparente de uma estrela é dada por,

m=—2,5logF' + C

Onde C é uma constante. Escrevendo F' = L/4mr?, temos,

L i
m = —2,5log (47rr2> + C =5logr —2,5log (4) +C

™
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Mas como L é constante para todas as estrelas, podemos absorver o segundo termo
para a constante. Assim,

m = 5logr + C — r = 10%2m=C)
Derivando a expressao de m, temos,

dm 5

dr ~ rInl0

Agora, vamos achar a probabilidade de uma estrela estar a uma distancia r.

O numero de estrelas contidas entre r e r +dr é

dN(r) = 4mnridr
Dividindo por Ny, temos que a probabildiade de uma estrela estar nessa distancia é

dN(r)  4mnr? No
P = = = P
dP(r) No No dr — dr 47rnr2d (r)

Substituindo a expressao para dr,

rin10 Ny
m =
5 Amnr?

Isolando dP(r),

B 47 In 10073

d
5Ny,

dP(r)
Substituindo a expressao de r, podemos realizar a mudanca de varidavel r — mem dP

_ 4dmn ln 10 100,6(m—C)

dP(m) 5N

dm

Para achar o valor de C, vamos comparar com a magnitude limite, na ”borda”do
universo. Como o universo possui Ny estrelas, seu raio deve ser dado por,

3 1/3
Ny B <3N0>
47

3

Equacionando agora para my;,,

Mym = dlog R+ C

No qual, podemos isolar a constante C = my;;,, — 5log R. Substituindo na expresssao
de dP(m),
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47 In 10
dP —_ 100,6(m—m”m+5 log R)d
(m) 5No m
Trabalhando nessa expressao,

_ 47n1n 10

100,6(m—mlim) 103 log Rd
5N, m

dP(m)

Usando as propriedades do log, alogb = log b® e 10'°8% = z, temos,

47nR31n 10
(m) NG 0 m
Substituindo R,
Inl
dP(m) = 310 I; 0100’6(”“””‘“”)dm

Ou seja, a probabilidade nao depende de n e nem de Ng!

b) Para uma estrela ser visivel, sua magnitude deve ser m < 6, assim, equacionando,

6 In1l 6
P(m < 6) = / dP(m) = > I; . / 10%-8(m=mim) gy

—00 —00

Usando a integral dada no enuncicado,

~ 3In10

P(m < 6) 2881, Ge 1381 muim

Simplificando os fatores numeéricos,

P(m < 6) ~ 3981, 08¢~ L:381miim

A fim de curiosidade, colocando my;,, ~ 40, para uma estimativa, teriamos,

P(m <6)~ 1072

Ou seja, mesmo no modelo mais simples o universo, a nossa capacidade e insigficicancia
prevalece.

[4] Problema 32. O Brilho Superficial, fluxo por angulo sélido por frequéncia, B, é dada pela Lei
de Plank:

dF 2h?
Br=uaa = 5 =
2(eFsT —1)
a) Encontre uma expressao para:
By — dF
AT dAdQ
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b) A partir de B) encontre o comprimento de onda méximo de onda Aq; que uma estrela de
temperatura T emite (vocé terda que resolver algo numéricamente).

c) Para pequenas frequéncias temos a aproximacao de Righlight-Jeans. Obetenha uma expressao
para B, para frequéncais pequenas.

a) Temos que
dF dF dv

B = —m = — —
AT ANQ T drdQ d)

Utilizando a relacao fundamental da ondulatéria, ¢ = vA — v = ¢/ chegamos em

= 2h(c/N)®  d (C) 2hc? 1
A= he T \y )~ 5 hc
CQ(ekaT _ 1) dXA \A A (eAkBT _ 1)

b) Para resolver esse item, pracisamos achar o ponto maximo de B). Mas diferenciar
B, diretamente é uma tarefa estremamente chata. Uma ideia mais eficiente é tirar o
logaritimo natural de B) e diferenciar o mesmo. Uma vez que estamos no ponto de
maximo, ambas as maneiras chegarao no mesmo, resultado

In By = —5In A — In(e"/**5T _ 1) 4 C

Onde C é uma constante que absorve os In das outras constantes de B). Continuando

a derivar
dnBy _ 5 ehe/ Xl pe 0
d\ X ehe/XsT _ 1 kgTA2
Definindo z = ¢ g%)\
xe®
et —1 =5

x="5e"(e"—1)=5(1—-e")

Utilizando iteracao, podemos resolver para x, obtendo z =~ 4,965. Voltando a definigao
de x

e 2.989-10—3
4065 = — 1€ Iy, 220 0
) k5T e T

Essa é a famosa Lei de Wien, comumente escrita na forma A = b/T, onde b ~ 2,989 -
1073,

[3] Problema 33. A luminosidade de um corpo secundério, depende da area iluminada visivel do
astro. Nesta questao vamos fazer um breve estudo sobre esse fenémeno.
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a) Considere a Seguinte situacao:

Figura 21: Esquema Sol-Terra-Lua
Encontre uma expressao para a razao ® entre a area iluminada em funcao de « e a area total
do planeta.

b) Encontre os angulos @ em que temos a fase da Lua em: Nova, crescente, cheia e minguante,
respectivamente.

Solugao

Para resolver a questao, vamos nos guiar no esquema da imagem abaixo:

Superficie iluminada vista M
pelo observador hvg

Figura 22: Fonte: Introduction do Planetary Fotometry

Do lado esquerdo, vamos um esquema de como o plaeta se parece no céu e na direita uma
representacao vista “de cima”. Aqui, podemos perceber que a drea que vemos é composta
por metade da area do ciculo mais metadade da area de uma elipse de semi eixo maior R e
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semi eixo menor R cosa. Assim

mR*/2+ TR*cosa/2 | 5 1+ cosa

b —
mR? o 2

Na Lua nova, temos ® = 0, na crescente ® = 1/2, na cheia ® = 1 e na minguante ® = 1/2,
assim:

o o o o
Onova = 1807, Qcrescente = 907, Qcpeia =0, Uminguante = 90

[5] Problema 34. (Apostila Magna) Neste problema, modelaremos o efeito da atmosfera na Terra.
Suponha que o Sol seja um corpo negro de temperatura 77 e raio Ry. A Terra é uma esfera que
esté localizada a uma distancia R do Sol e possui raio R3. A emissividade da Terra € e3.

a) Se nao houvesse atmosfera na Terra, determine sua temperatura de equilibrio, T5.

b) Agora, consideraremos os efeitos da atmosfera. Modele-a como uma casa esférica de gés, com
uma emissividade €2 e raio exterior Re > Rj3, concéntrica a Terra. No equilibrio térmico,
sua absortividade para os comprimentos de onda no ultravioleta e no infravermelho é e;. A
atmosfera transmite uma fracao ¢ da radiagao ultravioleta mas é completamente opaca ao
infravermelho. Assumindo que o Sol emita luz ultravioleta enquanto a Terra emite e re-emite
no infravermelho, determine as temperaturas 7> da atmosfera e T3 da Terra, no equilibrio
termodinamico. Assuma que a atmosfera seja um condutor de calor perfeito, de forma que
toda a radiacao incidente sobre ela seja uniformemente distribuida por sua superficie.

a) No equilibiro termodinamico, temos que a quantidade de potencia absorvida é a mesma
que a emitida. Além disso, a emissividade e a absortividade sdo as mesmas. Desse
modo,

ArR2oTE
%WR%(E;; — 4w R20T5 €3
4R

Resolvendo para T3,

1/4
R%)/

s =1 (47TR2

b) A temperatura da atmosfera é calculada por

R% 1/4
47 R? >

T, =T (
O processo é analogo ao item anterior. A luminosidade transmitida pela terra é,

Ly = 4tR30Tyext

A Terra ird refletir toda essa radiacdo e a atmosfera refletird de volta apenas uma
fracao t, desse modo, a luminosidade total é dadda por,
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Lor = 4nR30Tyea(t + 12 + 13 + ...)

O item dentro do parenteses é uma somatoriso de PG infinito, com ¢ =t e r = t,
como t < 1, o valor do somatério vale,

o0
t
t+2+83+..)=) "= —
t+2+8+.) =) ¢ -
n=1
Igualando ambas,
dnR30Tyext
Log = Ly — ——222%2 fi t2 2 — AnR3oT}
Resolvendo para Tj,
1/4
T, (2t /
RZ1-¢

Substituindo o valor de T,

R2R? et \M*
ATRPRZ1—t

T3=T1<

Problema 35. (Lista 2 - 2021) A Nebulosa do Anel (M57) possui uma magnitude aparente igual
a 9 e um didmetro angular de 2’ para um observador na Terra. Qual seria a magnitude aparente
do céu noturno de um planeta orbitando uma estrela exatamente no centro de M577

O céu noturno compreende um angulo sélido de 27 sr, j4 o dngulo sélido visto por nés é
Q) ~ w02, onde 6 é o raio angular. Como o Fluxo é proporcional a 2, temos

QCGU
Meew — M = —2,51og < Q >

. o 2 :
Para converter  de arco-minuto? para sr, temos que multiplicar por (ﬁ) , assim

2T
Meey = 9 — log ()
“ 7T(186r~60)2

\mm = —9,43\

Problema 36. (Adaptado Lista 4 - 2021) O Efeito Cherenkov foi primeiramente detectado pelo
cientista soviético Pavel Cherenkov, em 1937. Mais tarde, em conjunto com seus colegas de trabalho,
I. E. Tamm e I. M. Frank, ele interpretou fisicamente o fenémeno, ganhando, assim, o Prémio Nobel
de Fisica de 1958. Antes de fazer um estudo matemaético, precisamos, primeiro, entender um pouco
mais sobre seu principio.
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Quando particulas carregadas de alta energia percorrem um meio dielétrico, é possivel que, caso
sua velocidade seja maior que a velocidade de fase (£), d4tomos sejam excitados. Esses, por sua
vez, ao retornarem ao estado fundamental, emitem radiacao eletromagnética. As ondas emitidas se
espalham de forma esférica e, quando somadas, formam um cone de angulo de abertura 2«, como

mostra a figura abaixo.

Direcéo da Radiacéo

vt

Figura 23: Mecanismo de radiacao do Efeito Cherenkov

Esse efeito é similar a um jato movendo-se em velocidade supersonica, ou seja, segue 0 mesmo
principio do Cone de Mach, porém, com a luz. Finalmente, iremos desenvolver o modelo matemaético
do Efeito Cherenkov.

Parte A - Modelo Teérico

Considere uma particula movimentando-se a velocidades relativisticas em um meio de indice de
refracdo n. Sabe-se que sua massa de repouso é mg, possui momento linear p e velocidade v. Em
determinado momento, ha emissao de um féton sob um angulo «, como mostra a figura 1.

a) Sendo p a frequéncia do féton emitido, determine a equacao de seu momento linear, p,, e sua
energia, F,. Sua resposta deve estar em funcao de n, u e constantes fisicas.

b) Encontre uma expressao para o momento linear da particula apds a emissao do féton em
funcao de p,, p e a.

c) Sendo 3, = .=, prove que a relagao abaixo é verdadeira:

1
cosa = — (1)
n

d) Considerando que o momento linear e a energia se conservem, determine a velocidade minima
para a ocorréncia do Efeito Cherenkov. Dica: Quando comparado com os outros parametros,
o fator (n? — 1)hu pode ser desprezado.
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Parte B - Reagoes Nucleares

A cadeia proton-proton é um processo de reagoes de fusao para conversao de hidrogénio em
hélio. Um dos ramos possiveis da cadeia préton-préton é a pp IV, na qual, teoricamente, um
atomo de hélio-3 reage diretamente com um préton, conforme a reagdo a seguir:

SHe+'H =4 He + v + __ (2)

e) Indicando a lei de conservacao nuclear utilizada, indique qual particula faltante no quadrado
da reacao acima.

f) Indicando a lei de conservagao nuclear utilizada, indique qual particula faltante no quadrado
da reacao abaixo:
T+ (3)
Dados: Massa do pion: 140 MeV/c?, massa do mion: 106 MeV /c?.

Parte A - Modelo Teérico

a) Para um féton, as relagdes de De Broglie, nos dizem que

h

Onde h é a constante de plank.

Utilizando a relagdo fundamental da ondulatéria, A = v/p = ﬁ, assim

nhu
E = hy, p:T

b) Como o momento total é conservado, considereque a particula estd se movendo com
momento p ao longo do eixo z, antes de emitir um foton. Assim, temos

p:pﬂcosa—i-p;

pusSina = pg/

P =\/P2+ D2

Resolvendo para p’

p? = (p—pucosa) + pi sin? o
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p?=p? — 2pup cos a + pi

Finalmente

p = \/p2 — 2ppy, cos o + p3

c) Olhe a seguinte figura,

Direcéo da Radiacéo

Figura 24: Esquema Cherenkov

Note que o raio do circulo é dado pela distancia percorrida pelo féton. A distancia
percorrida do centro do cirulo até o fim do cone é vt, assim

ct c
cosq = — = —
nt nv  Bn

d) Definindo ¢ = 1, a conservagao de energia nos diz

\/p2+m%=\/p’2+m3+hu

Trablhando nessa expressao

\/p’2+m3 = \/p2+m3—hu

p? +md =p* + md + h2u® — 2hpu4/p? + m?

Substituindo p’

p? — 2pp,, cos o —i—pi = p? + h2pu? — 2hun/ p? +m3

Resolvendo para cos «
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Py — h2p? 4 2hp/p? + mj

cosa =
2ppp
Simplificando
cosa = BB _ s + hiy'p” +m3
2p  2ppyu PPy
Substituindo p, = nhu
i i = 2
2p 2np np
hu(n? — 1) 4 24/p? + m?
cosa = Snp

Desprezando o termo hu(n? — 1) e substituindo cos a

1 VP2 +m

nv np
Resolvendo para v
_ p
v= 2
p2 + mg
Porfim, voltando os ¢’s, temos
pe
v =

VP22 + mdct

Parte B - Reacgoes Nucleares

+ .

que seja essa descrigao é o | positon, e

do muon, 7, portanto, a relacao completa é

(O A VR S U

e) Utilizando a conservagao de carga, do lado esquerdo temos 2 + 1 = 3 prétons, porém
do lado direito, sé temos 2, portanto a particula faltante deve conter um proton. Ja a
massa atomica, segue como 3 + 1 = 4 e do lado direito 4. Assim, a particula faltante
deve ter a carga de um proton e a massa muito menor do que este. A Unica particula

f) Utilizando que o nimero leptonico é constante, temos que o pion nao é um lepton
ny = 0, mas o muon, é um lepton com n; = +1, entdao a nossa particula deve ter
nr, = —1. O tUnio antilépton neutro associado ao mton com ny = —1 é o antineutrino
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[3] Problema 37. (Lista 3 - Vinhedo 2022) Juvelino, diretamente de seu observatério em Paris,
Franga, monitora a estrela Polaris (¢UMi). Ele tem como objetivo descobrir a temperatura de cor

T. do astro. Alguns dos dados de que ele dispoe a respeito de seu alvo sao:

e Magnitude aparente na banda V: V =1, 98;

e Magnitude absoluta na banda V: My = —3,60;

e Magnitude absoluta na banda B: Mp = —3,19.

Com as informagoes fornecidas, ajude Juvelino!

a)

b)

d)

Realizando diversas observagoes, Juvelino determinou que a exting¢ao interestelar na banda
V na diregao de Polaris é ay = 5,8 mag/kpc. Determine a distancia, em pc, de aUMi até a
Terra.

Usando a relagao empirica

Ay
Ep_v

= 3,0 (4)

sendo Ay a extingao interestelar total na banda V' e Ep_y 0 excesso de cor B —V, determine
o indice de cor B — V' da estrela observada.

Demonstre a relacao
7009 (5)
(B—-V)+0,47

na qual a temperatura de cor é dada em Kelvin. Para tanto, use o fato de que estrelas de

T. =

classe espectral AQ possuem (B — V) =0e T, = 15000 K. Use também que os comprimentos
de onda das bandas B e V sao, respectivamente, A\g = 440nm e Ay = 548 nm. Justifique
quaisquer aproximacoes feitas.

DICA: A lei de plack talvez seja util

Determine a temperatura de cor de Polaris.

a) A expressao que relaciona corretamente as magnitudes é

V — My =5logd—5+ayd
Essa equacao, sé pode ser resolvida por meio da iteracao,

V- My —5logd+5

d
Ay
Iterando, chegamos em |d ~ 100 pc |.
b) Pela defini¢ao, Ep_y = Ap — Ay. Assim
Ay
ap—ay %
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Ap=—+ Ay =0,77

Assim,

B - Mp =5logd -5+ Ap -+ B =2,58

E pela definicao, o indice B —V = ‘ Ugp_y =B—-V =0,60

Utilizando a Lei de Planck, temos que

5 th_l
BB - FB )\V e v
By Fy \Js Se-1

Utilizando a aproximacao de Wein, temos

FB_ )\V 56AV
Fy  \\p/ 5=

e’B

Utilizando a equacgao de Pogson para comparar as magnitudes,

F
B-V =-25log (B> +C
Fy
Aqui adicionamos uma constante, pois estamos trabalhando com diferentes compri-

mentos de ondas. Trabalhando na expressao,

A \° erv
B-V=-25log (AV) ‘- l+c
B e B

Trabalhando nessa expressao,

A\’ 11
B-V=-25log|— ) +2,58hc| — — — | loge+ C
AB A Ay

E utilizando 8 = kB#T e substituindo os valores,

7009
B-V=-1,19+ +C
T,
Para o tipo Ay, (By) =0 e T, = 15000K. Assim,
7009
9+ s +C =0 C=0,7

Assim,
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7009 7009
B -V =-0,47 T. =
L (B-V)+0,47
d) da equacgao anterior,
7009
L=~ 6600 K
0,60+ 0,47 6600
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4 Termodinamica

[3] Problema 38. Uma galdxia possui na ordem de 1010 estrelas, por essa quantidade imensa, pode-
mos modelar uma galaxia como sendo uma nivem de gés ideial, onde cada estrela seria equivamente
a uma particula do Gés.
O objetivo dessa questao é utilizar esse modelo tedrico para estudar algumas propriedades de
galdxias. Para isso, vamos fazer as seguintes suposicoes:

i) A galdxia ¢ esférica e se encontra em equilibrio hidrostético.
ii) A densidade de massa da galdxia é constante e tem valor p.

iii) As massas das estrelas sao pequenas o suficiente para que as interagoes interestelares possam
ser desconsideradas.

a) Considerando um sistema de gas ideal, encontre uma expressao para a pressao em fungao da
densidade p, da temperatura, T, da massa de cada particula p e constantes fisicas.

b) No nosso modelo tedrico, nao faz sentido pensar em temperatura, entdo precisamos encontar
um substituto para ela. Utilizando o teorema da equiparticdo de energia, encontre uma
expressao para 1'(r) e P(r).

a) Partidindo da equagao de Clepeiron,

PV = NkgT

Vamos multiplicar os dois lados por p,

PuV = NukpT
Nu
Pu=—kgT
2 % B

Mas note que Ny equivale a massa total, assim,

_ N
Y%

E com isso, obtemos,

Pup = pkpT

Essa expressao sera utilizada com bastante frequencia na parte de termodinamica dessa
lista.

b) Pelo teorema da equiparticao de energia,
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pv? _ 3kpT
2 2
Logo,
2
iz
T=—
3kp

Como as estrelas possuem massa e velocidade, essa é uma substituicao aceitavel. Po-
demos calcular v pela equacao vis-viva, considerando dérbitas circulares,

2 _ GM _ 4rGpr

(%

Assim,

Para P(r), vamos substituir na férmula,

_ pkpT(r)  4nGp?r

P(r) . 9

[2] Problema 39. Nessa questdo, vamos fazer um estudo sobre o coeficiente adiabdtico de estrelas.
Considere uma o exterior de uma estrela se dé por vacuo a temperatura 7" = 0.

a) Todas as estrelas sdo corpos em equilibrio hidrostatico. Sabendo disso, qual a pressao na
superficie de uma estrela de massa M e raio R.

b) Considere agora, que a estrela se expanda em JR, como a pressao variaria? Se necessario
utilize que (14 z)" =~ 1+ nx.

c) Agora, conclua qual o valor de v minimo, 7,,;, a estrela deve ter para se manter gravitacio-
nalmente ligada (assuma que ela se expande de maneira adiabatica)?

a) Utilizando P = F//A temos
GM?
(R) = 4 R4

b) Desse modo

M2
¢ (R+6R)™

GM? SR\ *
P+ o) = O (1,9

R

Utilizando a aproximacao fornecida pelo enunciado
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GM? 46R 46R
P+in) = 5 (1- ) =7 (1- 7))

c) Na expanssio adiabdtica, PV é consntate, como V o R3, vale que PR3’ é constante.
Desse modo

PR3 = (P +6P)(R+ 6R)>

Utilizando o mesmo raciociio do item anterior

3y
PR3 = (P + 6P)R> <1 - ‘f)

pe(prom (1 208)

Substituindo P + P

4R 3VR
1=(1-=220) (14222
(-F) (%)

-1
< 45R> 14 3v0R

Desse modo

1— =
R R

Utilizando novamente a aproximacao binomial do lado esquerdo da equacgao e resol-
vendo para y obtemos

[4] Problema 40. H4 varios modelos para a atmosfera do nosso planeta, vamos explora-los e encontrar
os efeitos fisicos de cada um.

a) Primeiramente, vamos considerar o modelo isotérmico (T = cte). Considerando que cada
particula de ar possui massa u, a atmosfera possui P(0) = Py, encontre uma férmula para a
pressao em fungao da altura, P(h).

b) Um modelo mais real da atmosfera é na verdade, adiabatica, uma vez que o ar é um péssimo
condutor de calor. Considerando que o ar possui coeficiente de Poisson -, encontre uma férma
para P(h), no modelo adiabético. Considere que a nivel do mar, a pressdo e a temperatura
valem P(0) e T(0).

¢) Encontre uma expressao para d1'/dh para o modelo anterior e estime seu valor. O resultado
é condizente com a realidade?
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a) Da relacao

Pu = pkpT
Assim, como T = cte,

P(h) _ p(h)

P(0)  p(0)

O gradiente de pressao é dado pela lei de stevin,

dP(h)

o, = —9r(h)

Substituindo p(h),

Separando os termos,

Integrando dos dois lados,

Assim,

Substituindo,
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b)

No modelo adiabatico, temos,
PV7 = cte

Como V o p~ 1,

Pp™7 = cte

Ou seja,

(k) = (;’((%)‘””p(o) _ <§EZ))>W;)<O>

Substituindo na expressao do gradiente de pressao,

1/~

Separando os termos e integrando,

h h
/ P(h)~Y7dP(h) = —P(0)"7p(0)g / dh
0 0

Aqui usamos que,

Isolando P(h)

Logo,

PIYTY = cte
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Fi—y
TP » =cte
Assim,
11— =1l
T=P0) TO)P ~
Derivando,
dTl 1y v—1dP
> _p T >
- PO TO 5

Do item anterior, temos a expressao para P em funcao de h. Efetivando a derivada,

.
iP d (. y—1 pgh \71
> po) (1=
an PO, < 5 k:BT(O)>

Utilizando a regra da cadeia,

dp Y y=1 pgh 1 ( v—1 ug
-~ __'p laed—= N ——
= y=1t O ( Y kBT<0)> ( kT (0)

Simplfiicando,

ap Y—1 pgh \7 T pg
- _—_p led—2
dh (0) ( ~ kBT(0)> ksT(0)

Substituindo na expressao para d1'/dh,

1
dT 1y v—1 y—1 pgh 7T pug
— =—P(0 T(0 PO)(1———
an ~ PO TO) 57 P )< Y kET(©))  FpT(0)

1
dr v—1 1 1( vy—1 pugh >v1 J7%e]
—=—P0O) P 71— —— —

© v kBT(0) ks

dh 0%

Substituindo P,

oy v kpT(0)

L\ -1
dT v—1 1 vy—1 pugh 71\ 7 v—1 pugh \7-T ug
= P PO)(1-1—= A e
dh i OF ( ©0) < v ksT(0) ks

Continunado a simplificar os termos, obtemos uma expressao fofa,

ar — ~vy—1upug

dh v kp
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Podemos aproximar o ar para um gas diatomico, v = %, de massa, p ~ 30u. Fazendo
os calculos, obtemos,

dT
-~ —10,03 K/km

O que é um valor bem condizente com a realidade.

\. .

[5] Problema 41. Um dos corpos mais fascinantes do universo sdo Buracos Negros. Nessa questao,
vamos estudar um pouco da Termodinamica relacionada a esses tipos de objeto. Para essa questao
utilizaremos unidades naturais, i.e.. ¢ = G = h = kg = 1. Nessa convencao, a massa do buraco
negro é descrita pela equagao:

dM = 8idA + QdL + $dQ
Y

Aqui, os valores se restringem ao horizonte de eventos, ou seja, k é a aceleracao da gravidade
no horizonte de eventos, A, sua area, (2 a velocidade angular do buraco negro, L seu momento de
inercia, ® o potencial eletrico e ) a sua carga.

Parte 1: Termodinamica Basica

a) Um dos conceitos fundamentais da termodinamica é o conceito de entropia, utilizando seus
conhecimentos sobre a mesma, explique bravimente a desigualdade:

%dSZO

b) Dos 3 fatores que regem a massa de um buraco negro(dA, dL, dQ@), apenas dA segue a mesma
de sigulade da entropia, por que isso se verifica sempre verdade?

Para os préximos itens, considere um buraco negro sem spin e sem carga.
c) Bekenstein e Hawking conseguiram provar a chamada Entropia Bekenstein-Hawking que re-
laciona a entropia com a drea do Buraco Negro (lembre-se que estamos utilziando unidades

naturais, por isso, algumas dimensées podem nao fazer sentido). Bekenstein e Hawking des-
cobriram que para um buraco negro S = f A equagao que nds temos entao é:

K A
dM = %d <4>

Fazendo uma analogia a dM com alguma funcao de estado, encontre a temperatura do buraco
negro em funcao de k.

Ainda ha um termo importante faltando na férmula anterior, a Pressao relacioanda a densi-
dade de energia escura, A.

d) A pressao devido a energia escura é dada por:

Ixxxiv



Felipe Maia Banco de Questoes

Onde A é constante. Isso nos mostra que VdP é nulo, ou seja, pode ser adicionado livrimente
a expressao anterior. Com isso podemos concluir que a massa do buraco negro, na verdade
se relaciona com outro potencial termodinamico, qual é ele?

e) Note que o volume, V =V e a entropia, S = A/4 ndo sdo mais independentes em buracos
negros. Assumindo que o horizonde de eventos do buraco negro é uma esfera, encontre uma
relacdo entre S e V. Isso é mais uma prova que a energia intera, U = U(S, V') nao é o melhor
potencial termodinamico para trabalharmos.

Parte 2: Ciclo de Carnot Para Buracos Negros

a) O objetivo dessa parte da questao é construir um modelo tedrico para um ciclo de Carnot
dentro de buracos negros. Mas primerio prove um resultado importante, para buracos negros,
adiabaticos e isocoricos devem ser equivalentes para buracos negros.

b) Calcule a capacidade termica a pressao constante de um Buraco negro. Seu resultado deve
ser algo bizarro.

c) Use o fato de que @ = TAS ao longo das isotermas, juntamente com os resultados dos
resultados anteriores partes, para calcular a eficiéncia de uma méaquina de Carnot de buraco
negro e confirmar que vocé obtenha a eficiéencia de Carnot. Maravilhe-se com o quao mais
rapido esse cédlculo é do que o derivagao tipica da eficiéncia de Carnot, e observe que vocé
também inadvertidamente também calculou a eficiéncia do ciclo Stirling.

Caso voce se interesse pelo assunto, hd um artigo interessante que fala especificamente sobre
o tema de ciclos em buracos negros e pode ser encontrado aqui.

Parte 3: Tempo de Vida e Evaporagao de Buracos Negros

a) Como calculado na parte 1, buracos negros possuem uma temperatura. Em decorrencia a
isso, eles emitem radiacdo, como descrita na Lei de Stefan-Boltzmann. Sabendo disso, ache
uma relacao entre o tempo de vida de um buraco negro e a sua massa M.

Parte 1: Termodinamica Basica

a) A desigualdade representa a segunda lei da termodinamica. De maneira breve, ela nos
mostra que a variacao de entropia sempre é positiva, ou seja, tudo tende a desordem.

b) Note que nenhuma Lei da fisica impede que um buraco negro perca velocidade angular,
dL < 0, ou carga, dQ) < 0. Mas ao analisarmos a &rea do buraco negro temos algo
interessante. Considerando o horizonte de enventos, dado por uma esfera com o raio
de Rgsp. Como esse é definido pela distancia da qual a um objeto se movendo a
velocidade luz nao consegue mais escapar da atragao gravitacional do buraco negro,
podemos obtelo por conservacao de energia,

GMm+m02_O_>R _2GM
Rsch 2 - sch — 02

Logo a area do horizonte de eventos é dada por,
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8tG?M?
A = 47TR§C}L = 074
Em unidades naturais,
A = 8nM?
Assim,
dA = 16 MdM

Mas, um buraco negro nao pode perder massa, uma vez que nada pode escapar do
horizonte de eventos. Assim, dM > 0 e conseguentemente dA > 0. Assim, podemos
concluir que tambem ¢é valido,

f dA >0

Para buracos negros.

c) Da Relacdo massa energia,

U=M —dU =dM

(Lembrando que estamos utilizando unidades naturias, entdo Mc?> = M). Desse modo,
utilizando a primeira Lei da termodinamica,

dU =TdS — PdV
Logo,

_ v
~ds

M

T _ 7
,  dsS

\%4

Utilizando a formula da entropia fornecida pelo enunciado, (anédloga a obtida no item
anterior).

k [A K
dM_277<4)_27rdS

utilizando a equagao do item anterior, podemos perceber que k = 1/4M, Substituindo
na férmula de T,

1
8t M
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d) Utilizando a férmula obtida para T,

dM =TdS

Adicionando o termo nuleo VdP, temos,

dM =TdS +VdP

Mas note que essa ¢é identica a Entalpia, H:

H=U+PV —-dH = (TdS — PdV) + (PdV — VdP) =TdS — VdP
Desse modo, podemos dizer que a massa equivale a Entalpia.

e) O Volume de uma esfera é dado por,

B A7 R3

|4
3

Enquando a drea é dada por A = 47R?, entdo, R = / ﬁ = \/g Substituindo na

férmula do volume,
4 (S) Vv
3 \m

Simplificando,

_ 4 3
V—T\/%S

Ou seja, o volume e a entropia sao dependentes de si. Como a energia interna é uma

funcdo do volume e da entropia, nao faz sentido dizer que esta equivale a massa do
buraco negro.

Parte 2: Ciclo de Carnot Para Buracos Negros

a) Utilizando a relagao do item anterior,

av = ngS
T

Ou seja, um ciclo adiabatico (dS = 0) equivale a um ciclo isocério (dV = 0).

Ixxxvii



Felipe Maia

b) Para calcular a capacidade térmica a pressao constante,

oQ oS adM
CP = — = _— = —
oT | p or|p dT
Usando a férmula para a temperatura,
1
= — M e —
stM T 8aT
dM 1
Cr =4 = &

c) A effinciéncia de um ciclo é dada por,

W _Qe-Qu_, Qo

= Qn Qu Qu

Onde Qg ¢é o calor que entra no ciclo durante a fase quente e Q¢ é o valor que entra
nele durante a fase fria. Assim, definindo Ty e T¢ como as temperaturas quentes e
frias, reespectivamente. Considere que o ciclo opera nas seguintes 1 — 2 temepratura
quente e 3 — 4 temperatura fria. Assim,

Qo =TaAS1-2

Qc = TcAS3-4
Utilizando a expressao do item 1.e, temos,

Assim,

3

ASy g = 3/ <V22/3 B ‘/12/3)

<=

A8y 0= 20T (V2 - vl

)J; ‘

Logo, a eficiencia pode ser escrita,

Te <V42/3 _ 32/3)
_ . (V22/3 B ‘/12/3>

n=1

Mas como para buracos negros, adabaticas e ispcérias sao identicas, V4 = Ve Vo = V4!,
logo,
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Que ¢ a eficiencia de Carnot!
Parte 3: Tempo de Vida e evaporacao de Buracos Negros

a) A Lei de Stefan Boltzmann diz que a luminosidade (Poténcia) é dado por,

AE_ M _ 4

L=——=—
dt dt

Mas note que A oc M2 e T o 1/M, assim,

dM 1\* 1
o M2 = -
at > (M)

Separando as variaveis,

M?dM  dt

Por fim, integrando, obtemos,

t oc M3

[3] Problema 42. Considere que um foguete utiliza como combustivel um gés ideal diatémico. Seu
mecanismo de funcionamento é bem simples: O gas parte de uma camera a temperatura 77, que
possui area de seccao transversal A;, o gas entao, flui adiabaticamente e é expelido em uma abertura
de drea Ao, com pressao, P e temperatura To < T;. Considerando que o fluxo é continuo, determine
o empuxo sentido pelo foguete.

Como o processo é adiabatico, temos

T v
PV7 x P <P> = cte

Como o gas é diatomico, Cp = 7/2R e Cy = 5/2R, pela definicao v = Cp/Cy = 7/5

Assim, temos

Substituindo o valor de
P, \T,
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Sejam vy e vy a velocidade do gas nos dados momentos, como o fluxo é continuo, devemos
ter

p1v1 A1 = pav2 Ao
E pela lei dos gases ideias

P
P,u:pRT%pocT

Substituindo na expressao anterior,

P1’L)1A1 - P2A2A2

Th 15

Combinando estd e a primeira equacao, temos

v _ Ay (1)
’1)2_14.]_ Tl

Utilizando a equacao de Bernoulli para gases

1 1
i,uv% + CpRTy = 5,111)% + CpTs

Resolvendo para ve
TR(Ty — Tv)
1(1 = (A1/A2)*(T2/T1)?)

Finalmente, utilizando a segunda Lei de Newton,

2 =

7P2A2(T1 — Tg)
To(1 — (A1/A2)*(T2/T1)%)

dp dm 9
= — = — = A =
i qp 2 T P2a2vs

[5] Problema 43. (Adaptado Iran Problem Set) Este problema visa calcular o ponto de ebuli¢ao de
liquidos. Para mais informagoes sobre os conceitos abordados neste problema, consulte os capitulos
5,8, 9 ¢ 10 do livro An Introduction to Modern Astrophysics. Tempo recomendado para resolugao:
2 horas.

As particulas de um liquido movem-se com diferentes velocidades dependendo da temperatura, e
algumas dessas particulas podem escapar das forcas intermoleculares e da gravidade terrestre (que
serd negligenciada neste problema), deixando a superficie do liquido. Essas particulas transferem
seu momento, criando pressao ao colidirem com o ambiente ao redor. Essa pressao é conhecida
como pressao de vapor do liquido. O ponto de ebulicao é a temperatura na qual a pressao de vapor
iguala-se a pressao atmosférica ao redor do liquido.

a) Usando a distribui¢ao de Maxwell-Boltzmann, encontre uma relagao para a velocidade quadratica
média Vrms.

A distribuicdo de Maxwell-Boltzmann é:

mv2

3/2
n(v)dv=n (27r::;T) e 25T 4o dy (6)
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b)

d)

f)

g)

A velocidade quadratica média é dada por:

1 Y 1 [
U?ms = ;U? = n/o vzn(v)dv (7)

Suponha que a velocidade da particula estudada seja igual a vyyms. Além disso, suponha que
a atmosfera terrestre seja composta por 80% de nitrogénio e 20% de oxigénio, e que o liquido
estudado seja dgua.

Calcule a distancia que a particula escapada percorre na atmosfera antes de colidir, conhecida
como comprimento médio livre. Expresse essa distancia em termos da densidade numérica
da atmosfera e da sec¢@o transversal geométrica das particulas. (30 pontos)

Calcule a taxa de variacao do momento de uma particula escapando. Divida a variacao do
momento pelo intervalo de tempo do processo. Suponha que as particulas do liquido perdem
todo o seu momento ao colidirem com moléculas de ar.

O tempo médio para a proxima colisdo é o comprimento médio livre dividido pela velocidade
da particula.

Sabendo que, nesse intervalo de tempo, um momento igual ao momento da particula do
liquido foi transferido para a molécula de ar, use a segunda lei de Newton para calcular a
forca exercida pela particula do liquido sobre a molécula de ar.

A pressao é a forca exercida sobre uma superficie. Considere que a secao transversal da forca
exercida sobre as moléculas de ar é igual a secao transversal geométrica das moléculas do
liquido. Encontre uma expressao para a pressao de vapor de um liquido.
Dica:

Sa

P =n—23kpT (8)

Si
Onde S, e S; sao as secoes transversais geométricas das moléculas de ar e dgua, respectiva-
mente. n é a densidade numérica das moléculas de ar préximas a superficie do liquido, e T" é
a temperatura do liquido.

Usando a relacao de equilibrio hidrostatico e assumindo aceleracao gravitacional constante,
densidade do ar constante e pressao nula nas camadas superiores da atmosfera, encontre uma,
relagdo para a pressao proxima a superficie da Terra. Expresse essa relacao em termos da
densidade do ar, aceleragao gravitacional e espessura da atmosfera.

Adicione a condig@o necessaria para a ebuligdo, igualando a pressao atmosférica proxima a
superficie da Terra (obtida acima) a pressao de vapor. Simplifique o resultado até obter:

_ mhgS;

T —
3kgS,

9)

Onde m é o peso médio das moléculas de ar, g é a aceleracao gravitacional, h é a espessura
da atmosfera, e os outros parametros foram descritos nas partes anteriores.
Determine o peso médio das moléculas de ar para a composicao mencionada no inicio do

problema.
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h) Use o conceito do raio de Bohr para estimar a razao entre as se¢oes transversais. Suponha
um elétron em Orbita circular ao redor de um préton, onde a forca dominante é a forca de
Coulomb. Usando a suposi¢do de Niels Bohr L. = nh, encontre a distancia do elétron ao
nicleo em termos de constantes fisicas, n e o ntimero atémico Z.

i) Calcule a secao transversal dos dtomos de ar e de liquido. Assuma que cada molécula de
liquido é composta por dois dtomos de hidrogénio e um de oxigénio, e que as particulas de ar
consistem em dois atomos de oxigénio e dois de nitrogénio. Encontre a razao entre as segoes
transversais S;/S,.

j) Considere g =9,8m/ s? e a altura da atmosfera como 100 km. Determine o ponto de ebuligao
da agua.

a) Definindo as varidveis

m 3/2 1
:4 —
¢ = dmn <27rkBT) P

Desse modo, podemos expressar

mv2

_ Bmu
n(v)dv = Ce™ 2 vidv
utilizando a expressao para v,,s fornceida pela questao,
C [ _pm?
v = — e” 2 vldv
nJo
Para resolver a integral, temos
o] 2 o]
—a? d 2
e” % v4dv:—2 e” " dv
0 da® Jo

Onde

Bm
o=

2

A integral do lado direito é bem conhecida e resulta em %\/g . Ou seja
/°° gy — VI 1 3 [T
0 2 da? 8V ad

Desse modo,

2 3C T
Urms = g\ &b

Substituindo C' e a, temos

xcii



Felipe Maia Banco de Questoes

s 3 _(pBm 3/2 | o5y
Urms =97 o B5m>

Urms = miﬁ - -

Por fim, simplificando

b) Conisdere P(t) a probabilidade da particula nao colidir em um tempo ¢. A propabili-
dade da particula nao colidir em um tempo ¢ e nao coldir no tempo dt seguinte é dada
por P(t + dt) = P(t)P(dt) (prorpiedade multiplicativa), mas também temos

dP
P(t+dt) ~ P+ —-dt

Em um tempo dt a particula varre um volume dV = cwdt, onde o é o parametro
de impato. A propabilidade da perticula colidir em um tempo dt é dada entdao por
P'(dt) = ndV = nowvdt, desse modo (lembrando P(dt) é a propabilidade da particula
NAO colidir) P(dt) = 1 — novdt

Igualando as expressoes para P + dt, temos

P
P+ Cfi—tdt = P(1 — novdt)

Trablhando nesta expressao,

dP = —Pnovdv — d?P = —nowvdt

Integrando dos dois lados e utilziando que P(0) = 1, temos

Entao, a probabilidade de uma particula sobreviver um tempo t e depois colidir no
tempo dt seguinte é
J(t)dt = P(t)(1 — P(dt)) = e "V'novdt
Assim, o tempo médio entre colisdes é
o o0 1
T :/ tJ(t)dt :/ e " Vinoudt = ——
0 0 nov

O livre caminho médio, é dado entao por

1
V2no

A = UradialT =
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Para achar o, vamos definir como 7 o raio da molécula de agua, e semelhantemente
ro e ry. Olhando o seguinte esquema

area
o=7(a;+ay)”

m
U c
(1o
1
X v
B

Figura 25: Fonte: Concepts In Thermal Physics, Blundell and Blundell

Para o nitrogenio, oy = m(ryg + rn)? e para o oxigenio, oo = 7(rg + ro)%. Como a
atmosfera é feito de 0,8N e 0,20, é valido que

0 =0,200+ 0,80 N

Assim, temos

1
V210,800 + 0, 200)

¢) Assumindo que a particula perde todo seu momento ao colidir com uma molécula de
ar, temos dp = mu,ms. Cada coliscao acontece em um tempo dt = 7, assim,

1) mu

d) Utilizando a defini¢do de pressao

e) Utilizando a equacao do equilibrio hidrostético

dP

-

Como p e g sao constantes,
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f)

g)

h)

0
P:—pg/h dh =

Onde h é a espessura da atmosfera.

Igualando as pressoes,

pgh = 3§znkBT

Resolvendo paar T', temos

_ Pgh Su
"~ 3nkp S,

Como n é a densidade numérica de particulas e p é a densidade de massa, temos
p/n = m, assim

B mghSiw
~ 3kp S,

Fazendo uma média ponderada,

m = 0,8muy + 0,2mo

a forca que o eletron sente é dada por,

Igualando esta a forca centripeta

Ze? 9
5 = MeWw'r
dmeor

Porém, pela definicdo de momento angular, Temos

L nh
L=mow—w= i
mer mer

Substituindo na expressao anterior

Ze? nh \?
——=m r
4dmegr? “\mer?

Resolvendo para r,

B dmeqn?h?

Ze2m,
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i) Para a dgua, temos, 1, = 2rg +ro e para o ar, r, = 2(rny +1r0), como S; x r?, temos

Sw  (2rg +710)?

S, - 4(7’]\] + 7’0)2

Assumindo que todos os elétrons estao no nivel mais baixo (n = 1), que Zy =1, Zny =
7, Zo =8 e quer x 1/Z, temos

Sw _ (2/Zn +1/Zp)?
Sa 4(1/Zn +1/20)?

~ 15,73

j) Substituindo na férmula,

(2-14+2-16)-1,67-10727-10° - 15,73 —
r= 31,3810~ =3 &

O que é uma estimativa bastante coerente com a relaidade, T' = 373 K.

[3] Problema 44. (Adaptado Iran Problem Set) Dr. Shahram Abbassi é um dos cientistas iranianos
mais reconhecidos no campo dos discos de acrecao. Em uma de suas pesquisas recentes sobre
a gigantesca nuvem molecular B32, ele descobriu uma estrela semelhante ao Sol no centro dessa
nuvem especifica. Segundo suas pesquisas, essa nuvem possui uma massa de 1060, um raio de
30 pc e uma viscosidade muito alta, tao grande que, se a nuvem entrasse em colapso, todo o sistema
colapsaria com simetria esférica.

O mais importante é calcular o calor especifico a volume constante (C),) para essa nuvem. Com
base nos dados fornecidos e utilizando aproximacoes razoaveis, determine um limite para C, de
modo que a acrecao seja possivel. Esses valores variam dependendo da massa e do raio da nuvem?
O que podemos concluir com o resultado?

Esse limite sera dado pelo teorama do virial, quando,

W) = —2(K)

Podemos modelar a nuvem como um géas, de modo que sua energia cinética seja dada
por %N kpT. A sua energia poténcial é eneriga potencial de uma esfera, dada por U =
—3GM?/5R. Assim

3GM* M
=3—kpT

SR my

Onde m é a massa de uma particula da nivem.
Desse modo,

B GMm,,
~ 5kgR

Em funcao do calor especifico a volume consatnte, a energia é dada por,
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MC,T
Voltando a igualdade,
3GM
Cy=—=
5RT
Substituindo T,
k
Cpo=-5 ~41-10 Jkg ! K!
m

Note que esse valor depende apenas da massa das particulas que compoes a nivem de gas.

Para uma compostade hidrogénio, o valor é Surpreendentemente proximo do valor da agua
Co.agua = 4,2 - 103 J/kg K.
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5 ()ptica e Telescopios

Problema 45. Um telescépio Kepleriano possui duas lentes convergentes. A primeira possui o
raio de curavtura das duas faces igual a R = 2 m e a segunda possui ambos os raios de curvatura
igual a 7 = 0,5 m. Considerando que ambas as lentes possuem espessura desprezivel e sao feitas
de um material com indice de refracao n = 1,4. Calcule o diametro e o aumento do telescopio
sabendo que este telescépio é um f/12.

Problema 46. Nessa questdo, vamos nos familiarizar com uma das ferramentas mais poderosas
da optica, a dptica geométrica. O objetivo dessa ferramenta é modelar lentes e espelho em forma
de matrizes. Isso é muito util para resolver questoes envolvendo associagoes de diversas lentes e é
um método de resolver problemas de éptica geométrica (praticamente) sem usar geometrica. Mas
para isso, se atente as seguintes defini¢cbes na imagem a seguir

P,

Ny % ny=n;; Ny=nN;3 N3

Figura 26: Esquema 1

Todas as linhas pontilhadas sao paralelas ao eixo éptico, representado pela seta horizontal. E
denotado por Pj o ponto onde a luz passa de um meio para o outro, y a coordenda vertical do ponto
Pr. Sao utilizados os subscritos ¢ e t para se referir a incidente e transmitido, reespectivamente,
entao, por exemplo, «; ; € o angulo que o raio de incidente luz faz com a horizontal no ponto F,
ja o angulo ay é o angulo entre a horizontal e o centro da lente k.

Para essa questao, vamos considerar que todos os angulos de interesse sao pequenos, de modo
que tanf ~ sinf ~ 6.

a) Partindo da Lei de Snell, encontre uma relacao entre n; 1, ng 1, a1, ;1 € ay 1.
E facil perceber que ay = yi/Ry. Utilizando-se desse fato

b) Encontre uma relacao para (1) ng 1041 € (2) y,1. Deixe suas respostas em fungao de n; 1, a4 1,

¥i,1 e D1, para

e — Ml
D= —
Ry

Agora vamos para mais uma definigao, seja o vetor ry 1 = (ng 101, Y1) erin = (N 1061, Yi1).
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c)

d)

£)

g)
h)

E possivel escrever as duas equacoes que encontramos no item anterior na forma matricial,
de forma:
ri1 = Rir;1

Encontre a matriz 2 x 2 equivalente a Rq.

Nosso interesse agora ¢ encontrar as relacoes entre os pontos P» e Pj.

Encontre uma equacao para nio;2 e y; 2. Utilizando o raciocinio do item anterior, deixe sua
resposta na forma
rio=1I91r:1

Onde I' ; também é uma matriz 2 x 2.
Definimos a matriz da lente, A ; da seguinte equagao:
rio= Az 1r;1

De modo que

a1l a12
Ao =
a1 a2
Encontre explicitamente Ay ;.

Dentre todas as propriedades da matriz da lente, a mais curiosa delas é que o termo ais
equivale a —1/f onde f é o foco da lente. Prove esse resultado. (Dica: vocé consiguira
escrever —ajo com uma equac¢ao bem conhecida da 6ptica).

Agora, vamos colocar a mao na massa e fazer utilizacGes praticas da Optica matricial.
Refaga o exercicio anterior utilizando 6ptica matricial.

Considere o seguinte esquema:

Figura 27: Esquema 2
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Ecnontre y; em funcao de yg e dos dados na imagem.

i) Se a lente estiver entre dois meios diferentes, n; 1 # n: 2 temos a seguinte relacao:

o — ni1 M2
2= = -
Jo Ir
Utilizando-se disse, refaga a questao anterior, considerando que entre as duas lentes 4 dgua

de n, = 4/3.

j) Um arranjo muito comum de lentes é a Objetiva de Tessar, presente em muitas cameras pela
sua eficiencia em diminuir efeitos de aberracao e astigmatismo. O Arranjo tem a seguinte
forma:

Figura 28: Esquema Objetiva Tessar

Encontre a Matrix da Lente equivalente, A; 7 em funcao de R; e I'; ;.

a) A lei de Snell nos diz que n; 160;1 = n¢16¢1. Onde 6 sdo os angulso que a luz faz com
a normal. Note que podemos escrever ambos os angulos 6 como:

Oin=a1+a;1, 01 =01+

Logo, a relacao que procuramos €é

ni1(ar + 1) =nei(on + o)

b) Substituindo oy = y1 /Ry, temos

ni1(y1/R1+ ai1) =nei(yi/Ri + o)

isolando ng 14,1
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Y1
g1 =N 1051 + 5 (ni1 — ne1)

Ry

Em termos de D;

neac 1 =n;1a1 — y1D1

Note que y nao moda imediatamente apds a transmissao da luz. Logo y1 = ;1 = ¢.1-

(nt,lat,1> _ <1 _D1> <ni,lai,1>
Yt,1 0 1 Yi1

Assim, nossa matriz R, também conhecida como matriz refragao é dada por:

(1 -D,
m=lo 1)

d) Primeiro, vamos achar a altura do ponto 2. Seja do; a espessura da lente. Utilizando

¢) Na forma matricial

trigonometria obtemso

Yi2 = Y1 + o 1d21

Temos que 1 e a2 sao alternos internos. Ou seja o1 = a(i,2. Como o indice de
refracao dentro da lente é constante, temos

[2] Problema 47. A teoria ondulatéria da luz demonstra que um foco perfeito néo é possivel devido
aos efeitos de difracao associados a abertura finita da lente. Essa falta de foco perfeito impede que
objetos muito préximos sejam distinguidos. Este problema pode ser estudado de dois pontos de
vista diferentes:

A teoria ondulatéria da luz prevé que uma lente de diametro D nao pode focar um feixe paralelo
de luz com comprimento de onda A em um angulo menor que o limite de difragao:

A
Op, = 1.22— 10
- (10)

Considere agora uma abordagem quantica, os fétons que sao focados pela lente. Esses fotons sao
conhecidos por terem passado em algum lugar dentro de um raio do centro da lente. A incerteza
na posicao x estd associada a uma incerteza no componente x do momento do féton. Consequen-
temente, um féton que, na auséncia dessa incerteza, teria sido trazido para o eixo 6ptico do plano
focal, pode agora ser desviado por um angulo 6 < 1.

Considere o comprimento de onda de de Broglie A = 2. Encontre um limite para 6.

DICA: o principio de incerteza de Heisenberg, relaciona a impressicao entre as medidas de
momento e posicao de uma particula por

h
Ap,Ax = B
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O momento de um féton é dado por p = h/\ e sabemos que o foton possui Az = D utilizando
o principio da incerteza de Heisenberg

h
Ap, = —
Px 5D
Utilizando que 6 ~ A;’w, obtemos
o A1 A
" 2Dh 47 D

[3] Problema 48. (Apostila Magna) Prove que a quantia n; R; sin 6; para cascas esféricas adjacentes
entre si, em que n; é o indice de refracao da i-ésima casca esférica, 6; é o angulo que o raio de luz
faz com a normal da i-ésima casca esférica e R; é o raio da i-ésima casca esférica, é uma invariante

[4] Problema 49. O indidice de refracao da atmosfera de um planeta é dado por,

Onde ng e epsilon sao constantes.

a) Um raio de luz atinge a atmosfera paralelamente a superficie, hd uma altura h’ < R, como
serd a trajetéria?

b) Sabendo a trajetéria do raio de luz, calcule o Raio do planeta.

Dica: Vocé pode achar 1til a seguinte relacao,

t 1
' gt——a—w+C
/\/a—bt2 b

a) Defidindo ds = vdx? 4+ dh? como sendo o elemnto infinitesimal de arco, temos,

i dx dh
sinf = 75 cosf = 7

Como o meio é continuo, podemos escrever,

n(h)sinf(h) = cte

Assim,

Substituindo n,
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dr  K(1+¢€h)

ds no

Porém, pela definicao de s, temos,

() (2) -
o ()

Usando uma regra da cadeia,

dh  dhjds \/1 - (K%Eh))Q

de — dx/ds K(Lteh)

no

Substituindo dz/ds,

Simplficando a expressao,

dh  /n — K*(1 + €h)?
dr K(1+¢€h)

Para resolver essa E.D.O, vamos criar a varidvel u = 1 4 eh, de modo que,

dh:d—u
€

Assim,

du Vni — K2u?
NV B
dx Ku

Separando os termos e integrando,

U €
—_——du = /dx
/ n%fK2u2 K

A integral do lado esquerdo, é a mesma fornecida pela questao, assim,

1 7
—ﬁ n%—K2u2:%ﬂf+C

Trabalhando nessa expressao,

\/né — K2u? = —eKz - K%C
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nd — K*u? = (eKz + K2C)?

Substituindo wu,

nd — K*(1+eh)? = eK?2? + 2eK3Cx + K1C?

Rearranjando os termos,

K22 + 2eK3Cx + K2(1 + eh)? = nk — K1C?

222 +2eKCx 4 (1 + €h)? = n2/K? — K?C?

Dividindo por €2,

, 2KC  K2C? 1\? /ng\2
2 + T+ —5—+(h+- :(—)
Juntando o produto notavel,
KC\* 1\?  [ng\2
K () - ()
(a+55) + (n41) = (52
KC 1

Que ¢ justamente a equacao de um circulo de raio 7% e centro C = (—==, —¢).

b) No caso de um raio que tangéncia o planeta, temos que o mesmo possui 6y = 7/2 e
ho = 0. Assim, utilizando,

n(h)siné(h) = ngsinfy = K

Obtemos K = ng, assim, o raio do planeta é dado pelo raio da trajetéria (O raio de
luz é tangénte a superficie) e, portanto,

1
R=-
€

civ



Felipe Maia Banco de Questoes

6 Cosmologia

[5] Problema 50. A Equagao de Friedmann é uma das mais importantes para o estudo da cosmologia
e do estudo sobre o universo. O objetivo do problema é deduzir as equagoes fundamentais da
cosmologia. Primeiro, vamos com algumas definigoes:

i) Devido a expansao do Universo, a distancia entre dois pontos é dada por:

r(t) = roa(t)

Onde a(t) é conhecido como o fator de escala e rp é a distancia medida em ¢ = 0.

ii) O Universo segue a métrica de Robertson-Walker, a mesma pode ser simplificada para:

a)

b)

d)

—dt2 +dr’ =0

Encontre uma expressao para a distancia comoével, 7o, na forma de integral, a partir das
definicoes dadas anteriormente.

A Primeira Equacao de Friedmann tem forma:

H(t)? = <Z>2 = kie(t) + %

roa

Encontre os valores das constanets k1 para um universo esférico, em funcao de constantes
fundamentais. Na equac@o acima, €(t) é a densidade de energia do universo, C' é uma
constante relacionada a sua energia e a é o fator de escala.

Dica: Vocé pode obter essa equacao tanto por conservacao de energia ou utilizando a
segunda lei de Newton.

Repita o item anterior para um universo cilindrico se expandindo radialmetne. A equacao
encontrada deve ter forma,

() — fla)et) + <

rga’
Encontre a fungao f(a).

Voltando agora para um ”universo normal”. Em cosmologia, definimos a densidade
critica de energia, como sendo a densidade de energia de um universo em que C' = 0.
Encontre uma expressao para a densidade critica.

Re-escreva a primeira equacao de Friedmann em funcao de:

Onde &.(t) é a densidade critica de energia.
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a) Isulando d,,

d, = cdt

Mas por definigao, r(t) = roa(t) — d, = roda. Substituindo,

Integrando dos dois lados,

TO_C/;Z)

b) Método 1: Conservacgao de energia Considere uma particula de massa m localizada
em um ponto do universo. A sua energia em relagao ao centro do universo é dada por,

mv?  GM(r)m

Onde v =7 = roa e M(r) = %m"?’p(t). Dividindo a equagao por m/2 e aplicando as
substituicoes, temos,

2E _ 5., G 8u(roa)’p(t)

m 0 oG 3

Simplificando,

2B 5.9 8mGraa’p(t)

=ria

m U 3

Multiplicando ambos os lados por —TQIGQ, obtemos,
0

2E <a>2_8wGp(t)

mr3a? a 3

Reorganiznaod a equacdo e ultilizando a equivalencia massa energia, m = E/c? —
p(t) = e(t)/c?, temos,

<a>2 _ 3G+ 22

a 3c? mr§a?

Da onde podemos concluir que,

_ 8n1G

& 3c?

Método 2: Segunda Lei de Newton
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Escrevendo a segunda lei de newton para um corpo com relagao ao centro do unvierso,

_GM(r)m _ ﬂ
7 —dt?

Note que, ao se expandir, o universo nao cria massa, entao a massa contida em uma
camada 7, serd constante ao longo do tempo, usando dessa propriedade, temos que,

d*r GM(r)

a2 2

Multiplicando ambos os lados por dr/dt,

drd’*r  GM(r) dr

dtde2 12 dt

Reescrevendo,

di GM(r)dr

"t r2  dt

Multiplicando ambos os lados por dt,

.. dr
rdr = —GM(?“)T—2
Substituindo r = rga,
M(r)d
rZada = - GM(r) da
rg a

Integrando dos dois lados,

2 2
TO a

Q/dda:—GM(T) da

2 o

Onde A é uma constante de integragao. Substituindo M (r),

réa?  ArGria®
2 3c?

et)+ A

Multiplicando a expressao por 2/ a2r8, temos,
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De onde podemos concluir, igualmente, que,

IrG
ki = —
! 3c?

c) Utilizando a lei de gauss,

7{ g-dS — —4rGM(r)

Onde,

?{g -dS = —g(2nrL)

Para uma simetria cilindrica. Substituindo na equacao,

_ 4AnGM(r)  2GM(r)

9= omrl rL

Utiliznado o método da conservagao de energia, temos primeiramente temos que cal-
cular a energia potencial,

U= —/Fdr =- / QGAfL(T)mdr = —/ 2GML(T)W? - 2GML(T)m In(a)

Por conservacao de energia,

Reorganizando,

Da onde podemos obter,
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d) A equagao de Friedmann para C' = 0 se reduz a

8w
H(t)2 = 37€C(t)

Isolando e.(t),

Pela definicao,

Substituindo na equacao,

Substituindo e.(t),

Resolvenod para H?(t),

C
0= i —ow)

[3] Problema 51. (Adaptado NAO 2019) Considere um universo plano em que a consante gravitaci-
onal deixa de ser constante e passa a ser definida por

G(a) = Gof(a)
Onde f(a) é uma funcao do fator de escala.

a) Como se daria a Equacao de Friedmann nesse universo? Assuma que o universo é plano,
C = 0 e que ele é composto apenas por matéria bariénica (”clara”). Deixa sua resposta em
funcao de Hy, f(a), a e 0, onde Hy é o valor da constante de Hubble no tempo atual, e
Q0 € o parametro de densidade,

No caso em que f(a) = e*@1) onde b = 2.

b) Estime a idade desse universo assumindo que ele é constituido apenas de méteria baridnica
(matéria ”clara”).

¢) Qual o comportamento da idade quando t — co?

Talvez vocé ache as seguintes relagoes tuteis:
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00 1
/ e = \{f / r2e™ " x 0,189
0 0

a) Para um universo plano e contendo apenas matéria a equagao de Friedmann tem cara,

H(t)? = H3Q,

Onde Q,, = 22 4nde
Pc,0

3H§
Pc= 5~
81G

Para matéria barionica,
_ =g
pm(t) = poa(t)
Entao,
Qm — Qm,Of(a)a_3

Para um universo s6 de matéria barionica, £, = 1,

Assim,

H(a)2 = Hng,of(a)a_?’ = Hgf(a)a_?’

b) Usando que H = (a/a), temos,

t:/dt:/dadt: da
da a

t—/ada— da
) aa ) H(a)a

Substituindo o valor de H(a) encontrado no item anterior,

Multiplicando por a/a,

b/2
/a3/2eb(a1)/2da _ ;[72

/a3/26ba/2da
0

hl / _ s L
Hi J \/f(a)a=® Hj
Usando uma substitui¢ao da forma z = /ba/2, temos,

_4\/§€b/2 2_1,2
" wrE, |
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Os limites de integracao vao de a = 0 (inicio do universo) até a = 1 (momento atual),
como fizemos a substituicao em x,

T e

o 4\/§€b/2 \/\/b/2 5 2
b3/2H0 0

Substituindo b = 2,
= 74\/56 /1 IL‘QG_IQ
23/2Hy Jo

Substituindo os valores e ultilizando a integral fornecida, obtemos,

O que é proximo do nosso universo!!

¢) Mudando os limites da integral para um tempo infinito, a(t) — oo,

42 [ 4 2 2me

[5] Problema 52. (Lista 8 - 2021) A equagao de Friedmann é:
.\ 2 2
o [(a\~ 8nGe kc
H —<> =32 @ ()

em que a é o fator de escala no tempo t, € é a densidade de energia no tempo t e k é o
parametro que informa a geometria do universo, podendo assumir qualquer valor real. Considerando
um universo composto apenas de matéria barionica nao relativistica e resolvendo essa equacao
diferencial nao linear para k > 0, obtém-se as seguintes solugoes em termos do parametro 6 € [0, 27]:

B 47TG€0

a(f) = Tt (1 —cosb), (12)
H6) = ?m (0 —sind). (13)

Seja um universo com Qy =4 e Hy = 67,4 km/s/Mpc.

a) A partir da equacio de Friedmann, mostre que kc*> = H? (1 —Q)a?. Por fim, reescreva
as equagoes paramétricas de a e t em termos do parametro de densidade atual Qg e da
constante de Hubble atual Hy, além do parametro 6. Nao substitua os seus respectivos
valores numéricos.
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b) Encontre a idade ty do universo em questdao em termos de Hp e em seguida em bilhdes de
anos.

c) O chamado Lookback time, Atr, representa quanto tempo no passado o universo estava com
certo fator de escala a. Qual é Aty em bilhoes de anos para quando o tamanho do universo
era 1/3 do que ¢é atualmente?

d) Determine 6,, e em seguida t,, para os quais H = 0.

a)

[5] Problema 53. (Lista 6 - 2022) aaa
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7 Miscelania

Problema 54. @ Dudu Leiteiro, estava observando o céu, no interior de sua fazenda no Mato
Grosso do Sul e observou o sistema binario formado pelas estremas laum e Sezenem. Dudu, ober-
servou as estrelas e coletou os seguintes dados, com um intervalo de 6 meses entre eles:

Medida Taum Sezenem
Ascencdo Reta 1 | 4"19™53,91°5 | 4"19753,078°
Ascencao Reta 2 | 4"1953,92% | 4719™m53,077°

Declinacio 1 | -13° 33 45,28" | -13° 33/ 47,78"
Declinacdo 2 | -13° 33’ 45,20” | -13° 33’ 48,03"

Com esses dados, vocé e Dudu Leiteiro, juntos vao analizar propriedades desse sistema binario. O
primeiro passo importante para isso, é encontrar as coordenadas do centro de massa do sistema,
denotadas pelo subscrito ¢ps. Vocé lembra que em uma das aulas sobre o estudo de binérias, seu
professor, LuCav, te ensinsou que:

dcm =04+ Ada

aoy = g + Aoy

Onde 64 e a4 sao as coordenadas de uma das estrelas do binario e A representa a diferenga de
coordenadas entre a estrela e o centro de massa, temos a seguinte relagao:

as Adg  Aag
a Adoy  Aacu

Onde a4 ¢ a distancia da estrela A até o CM, a o semi-eixo maior da orbita e Axcys a variacao
das coordenadas do CM.

a) Sabendo que Taum possui 3/2 da massa de Sezenem, calcule Adcys e Aacyy.

b) Com isso e considerando que as varia¢ao angulares sdo pequenas o suficiente para triangulos
esféricos serem planos, encontre a paralaxe do sistema e sua distancia até a Terra.

c) Considerando a massa de laum, M; = 4,9Mg, e o periodo do sistema igual a P = 29,01
anos, calcule o maior redshift advindo de Sezenem, sendo que ambas as érbitas sao circulares e
Sezenem possui velocidade tangencial de p = 1509” /ano.

Problema 55. Marisso estava cansado de nao conseguir encontrar com precisao a posi¢cao de uma
estrela em seu telescépio e decidiu investigar os efeitos que poderiam estar causando essse erro
aparente. Apdés ler alguns artigos, ele descobriu 2 principais efeitos que fazem um objeto aparentar
estar em um angulo A#;, desviado da sua posicao original, sdo eles: Paralaze e Aberracao Estelar.
Nessa questao, seu objetivo é ajudar Marrisso, a entender o porque desses efeitos acontecerem.

a) A paralaxe é o mais bésico deles e ocorre por causa da mudanga de posi¢ao da Terra ao longo
do Ano. Considere que uma estrela esté localizada de tal modo que a linha Sol — Estrela é
perpendicular ao plano da érbota da Terra. Desenhe o esquema da situagao e, considerando
o raio da Orbita da Terra como r e a distancia da estrela como d, obtenha uma férmula para
A, causado pela paralaxa.

b) Suponha agora, que a linha Sol — E'strela faga um angulo ¢ qualquer com a érbita da Terra.
Como sua resposta muda?

A aberracao estar por sua vez advem de efeitos relativisticos a serem explorados a seguir.
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c)

d)

£)

g)

Considere um referencial S’ se movendo com velocidade vx em relagao ao referencial S. Como
as coordenadas (', t') se relacionam com as coordendas (z,t)? Deixe suas respostas em fungao
de 7.

Supondo que haja um emissor de radiacao no referencial S’ e que o mesmo emita luz em um
angulo o’ em relgao ao eixo x . No referencial S o dispositivo aparentard emitir luz em um
angulo a. Prove, utilizando as transformacoes de Lorentz, que a relacao entre a e o é dada
por:

cosa/ +v/c

oS = ———————
1+ (cosa/)v/c
Repita o item anterior, mas prove utilizando a adi¢cao de velocidade relativistica.

Considerancdo que a linha Sol — Estrela é perpendicular ao plano da 6rbita da Terra, e que
a Terra se move com velocidade v, encontre uma expressao para o desvio Af4 causado pela
aberragao estelar.

Qual desses efeitos vocé acha que é mais significativo, a paralaxe ou a aberacao estelar?

a)
b)
c) As transformagoes de Lorentz (usando ¢ = 1) sao dadas por

=z +ot'), t=~F +vx)

d) Note que no referencial S, temos cos @ = %, No referencial S temos

2’ =t cosa

Usando as transformacoes de Lorentz,

t =~4t'(1 +vcosa)

x = yt'(cosa’ +v)

Utilizando que cos o = x/t, temos

cosa/ +v
cosa = —————
1+wvcosa
”Voltando” os ¢, temos
cosa/ +v/c
coso =

1+ (v/c)cosa/
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e) No frame S’, teremos que a velocidade em ' é dada por v, = ccos’. No referencial
S, temos

/
U, + U

./ LA
Vo = "0+ U 1+ (viv)/c?

Substituindo v/, e utilizando que cos & = v, /c temos

cosa +v/e

BT (v/c)cosa/

f) No referencial da Terra, (que estd se movendo e portanto corresponde ao referencial
S"), temos o = /2. Plugando isso, na resposta obtemos

1
cosa=v/c—sina=+/1—(v/c)? ==
Y
Utilziando a aproximacao para pequenos angulos, .

g) Enquando a distancia Sol terra, estd na ordem de alguns minutos-luz, a menor distancia
entre a Terra e outra estrela, estd na ordem de anos luz, ou seja § ~ 1076, J4 a
velocidade da Terra é a aproximadamente 30 km /s, assim, v/c ~ 10~%. Logo os efeitos
de aberracao sao mais evidentes que os de paralaxe.
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